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i^ter welcher irgeni). ^e .^rMe d^c deometri^ '&a ^ftonde 
luwmen lauin, die £rfiUlimj[r. dj^r FPi^CMrang 4art; dass^W 
^, gla^chvif^ auf wfilelie IB^eigprt f^ i^jöe^, Mar** Mbe^ die 
yanze Af aoqigCaltifKeii; der FjOrnii^i welcbe wf^eo ge^visser 
^ j^emeinigiamer . Pxädiß9(a als' der fragJlM^t^iWjßArtie aagehorjg 
betrachtet, werden l^^oneAf ^ 90 bezcijobneiu JEI9 isjt einlettch^ 
tioild, das9 vea eüier aUgemeinen. IJiitbraiiebimff ebener oder 
gaacber Peiygene niebt die ^de >eii^ Mimte^ weim man 
nicht dje Gewis^heit. hatti;, 4a8S nar eio, einzigea Genus 
solcher Formen mdglich ist lo Be^ug aüS die aogenaonten 
algebraischen ebenen Corven jst es vieiieicht nicht so nahe 
liegend, jedoch nicht weniger wahr, dass von einer Unter*« 
Bochnng dieser Curven eben nicht son^erlieh viel erwartet 
werden kann, so lange man nicht im Stande ist> die gan^e 
Mannigfaltigkeit von Curven, welche der nten Oi'dnung an- 
gehören können, anzugeben. Desgleichen kann eine Polye- 
drometrie oder Stereometrie als kaum nur dem Namen nach 
vorhanden angesehen werden , so lange man nicht im Besitze 
solcher Mittel ist , durch deren Zuziehung die Angabe aller 
möglichen Klassen , Ordnungen ••..«• von Polyedern mög«- 
lieh gemacht ist. 

In Beträcht , dass in der vorhandenen .Stereometrie die 
Frage nach der Mannigfaltigkeit der möglichen Polyeder, 
wenn auch von einzelnen Individuen gestellt, doch bis jetzt 
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wenigstens nicht beantwortet ist, und die Diseiplin schon 
deshalb eine ordentliche und zweckmässige Ausbildung nicht 
erhalten kann, scheint es vor allen Dingen nöthig, eine 
Prüfung anzustellen, ob und in wie weit die Stereometrie' 
die zur Beantwortung jener Frage nöthigen Mittel enthalte. 
Mit dieser Prüfung werde ich daher im Folgenden mich zu- 
erst befassen. Das Resultat ist freilich l^cht vorauszusehen : 
denn wenn jene Frage bis jetzt keine Beantwortung erhall- 
ten hat, so darf man mit ziemlicher Zuversicht aniiehmeil^ 
e^s sei nicht'ätwa in dem Umstand^, dads in den Jahrtau- 
senden der Vergangenheit k^in 1Men$ch seinre Aufmerksam- 
keit dem G^gi^nstande gewidhaei: habe, sondern vielmeh* in 
der Miängelhaftigkeit der Diseiptm 'Selbst der Grund gelegen; 
Iit-der Thät zeigt auch eihfe Abwägung des Gehaltes der 
Stereometrie, eine gtüAfdliche Beleuchtung jeiner wenigen 
Sätze, wi^föbe al^ auf das ganze Geliiet ^ch erstreckend 
bona fide arigenoDimen^ sogar bewiesen werden J tiass es 
nicht allein an den Mitteln zur Beantwortung der erwähnten 
Frage, sondern auch ah einer scientivisch probebaltend^^n 
iind ergiebigen Grui^dlage fehlt. Dies giebt mir Yeranlas- 
äung, nicht sowohl das Vorhandene zu ergänzen und die 
aufgedeckten Lücken auiszüfüllen ^ isondern vielmehr die 
■Eröffnung solcher Quellen zu versuchen, aus denen eine 
wahrhaft mathematische Disciplin^^ welche^ Polyedrometrte 
genannt werden mag, hergeleitet und mit gutem Erfolge 
fortgebildet werden kann. 
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Was ist oder was soll smn ein Pd/jifarf^*? 

Die Geometrie g^"bt anf diese Frage Atn Bescheid i dass 

I jeder von ebenen^ Flächen atMeiKg begrenzte oder eirige- 

schldssfene' Ratam dn Pdycder is^ei; '^ • •* 

Nach diesipf Feststellunff "würde die Coiistruction, d.is 

1 Bilden der ganzen Älarinigfaltigkeit yon ' Polyedern ^arjn 

bestehen ^dass man ebend Fläqhen in jeder Anzahl so init 

einander verbindet * oder zusammenfegt, daäs dadurch ein 

Baum allseitig begrenzt wird. - 

Ein Versuch, in dieser Weise ist wirklich sfemacht wor- 
den*): aber er erstreckt sich nur auf Verbindungen von 
vier, fänf und sechs Ebenen, aus denen für das Ganze gar 
nichts gefolgert wenden iianm Bei diesem einen Versuche 
hatte es auch sein JGfewendeiiv denn^^inß AutTorderung, welche 
später ein anderer Mathematiker unter der- .Form einer Auf- 
j^abe.:ergehen Hess, kann nicht hierher , gezogen werden, 
weil,, vyie weiter unten erhelleii wicd , der Auffordernde nicht 
einmal «die Grosse* der Aufgabe, geschweige denn die Mittel 
zur Lösung derselben kannte. 

BiSi zu^ Mitte des aphtzehntea Jahrhuaderts war die 
Polyedrometrie ohne irgend einen Satz, der auf dasj ganze 
Gebiet,bez,üglich gewesen wäre- Dem geistigen S^c^iarfhlicke 
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*3 Systemder Geometrie von F. Schweins. Götüngen, 1808. 8. 
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des am leiblichen Auge schwer leidenden Euuca war es vor^ 
bebalten, den elenden Zustand der Polyedrometrie zu erken- 
nen, und zu einer heils^^en Veränderunj!^ desselben das 
Seini^e beizutragen 0« ^^Quamquam stereomeiria iam 9cUü 
^diUgenter elabqrata videtur^ in eaque praeter theoriam in^ 
cUnaäonis planortim et angulorum solidorum^ fonhatio 
plurium soüdorum ae- poiissimum corporum regtUarium 
doeeri solefß tarnen ubique ftrma btdtu de solidis doctrinae 
fundamenta desiderßntur , e^f quibus huiusmodi sotidorum 
natura in genere intelligi possit.^' So druckt Euuer sich 
aber den damaligen Ziistahd aus. 'Indern er aaf den Gegen- 
stand s^Jife Auf/Pßrksa^k^it.i^c^tetef^^rkanf^e er auffti als- 
bal49 . dass vor. iiUen J)inge)iii€4n.Fui)da{nenjl;^ S!^\^S^ Aver^^n^ 
müsse, y^Stereometriae p$ineipiu ttabUixe^ex quibv^ for-^ 
matio SiOlidi^runk cQ^efiuatuTj earumque praeinpuae pro-^ 
prieiates demonstrari gueant^^ und. war so glucklieb, eine 
Ifteihe von Sätzen )ku entdeclien ," welche denf^gegebenen 
Zwecke za entspecfi'en schienen, tlnterdfiesen Sitzen sind 
besonders drei, auf die es we^tentlich ankommt« 

Der erste Satz ist, wf nn F, .(|ie Anzahl der Seitenflächen, 
£1 die Anzahl der^Ecken, und Ji die Anzahl der Kanten ir- 
gend einjss Polyeders i^zeichnet, folgender: 

' Dass dieser Sali ' MHhän^i f Üi^ ialf e Polyeder gelte , 
konnte Euler aJißl^^ltdii ' hicjht darthun ; später ist es jeflöch, 
nach seiher Metaiing;*4iiin'g^^ und seitdem ist die 

aligemeine Gültigkeit des Satzes noch von ihehrereii Mathis- 
matikern ÄusäierÄweiFel Äi setzen gesucht Worden**). ' 

Euler merkte ferner zuerst an, dass, w^enh unteir den 
Seitenflächen Wnes •Pofyciici's a Dreitecke, k Vierecke, 
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*) Novi CiiWnieiiferii Acaü? scient lPötrot)öIit. •!P6ift. IVi Y^ lö^-- f 60. 

^) Die Nachweisangen findet man im Journal fär die MatL^ Bd. 1^ S, 
228 u. 364; ferner im Mathemat Wörterbuch Ton Kl ä gel, fortgesetzt. 
yW'GrQAeit, Bd. 5, S. 820i; . I 
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« Väirfielwv • . . . • • ) «ni 'dntäDlden Edu^nnkimr dtaÄfelben 
« cbr«ifatt%et'^ vierluidti^ev Y^i^nflmntfse» . . . . . ••ind,:<fol^ 

3a + »fr-f «c + »^ , . « «K 

Diese dbrei Sätze könnten in der Ithsii Aeh Mangel eines 
durch i^ynthese abgeleiteten allgemeinen Biidarigsgesetzes 
der Polyeder valiständig ersetzen, in sofern man von den- 
, seihen rückwärts auf die ganze Männigfa^i^eit von fällen, 
welche inöo^lich oder unterscheidbar sind, wenn nur die' Sei- 
tenflächen, Ecken und Kanten in, Beträcht gezogen werden, 
scfaliesseri zu können annehmen dar& So wurde man z. B. 
für die Aipgabe aller möglichen )E|oiyeder, bei deren jedem 
j^ die Xnzahl der £t;ken, und K die Anzahl, der Konten isf, 
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die zwei .Sätze 

t^ -f-i'b ntr 4J + i'»-«:.. .1«*» K .-f* t — £ 
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als prundla^^ haben^ tfnd.nun dadurch, dass man alle mög- 
lic^hen lEleihen TKusammengehöriger Werthe« von a b c . > .. • , 
welche diesen s^wei GIeij^h|ingen genügen ,^ aufsucht, ülnmit^ 
telhar die Angabe der Polyeder, jedoch unter der Voraus- 
Setzung, dass jeder Reibe zusammengehöriger Werthe von 
a b c . ^ • • , welche den vorstebendCA Glelpbnngen genügt, 
auch pin Polyeder eiit|9preche« 

' Hier tritt aber sogleleh ein Ü^'bels^tand bervtiir, der auf 
keine Weise zu beseitigen ife^t: es fehlt* nSmlieh^ganz und 
'^Q$af' die Kendtnfsk eines allgettielnen CFrunde», Aus welchem 
man alle »oglfiiben Reihen zos^mmengehörigeir W«rthe von 
a b'k^ . ; i'Vs weldh^ deH s&wei ^^hnngen : genügen v als 
unbedingt zulässig zu betrachten berechtigt sein kennte, und 
eben so wenig ist ein allgemeiner Grnnd bekannt^ aaa wel- 
chem man diese oder jene Werth«*B^ihe äU unbrauchbar 
ausschliessen dürfte. 
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Uad weliu didse^ Uaisioherheft «tei itehliessemi dAni Ge*- 
brauch der ■ oben SDgefuhrtendra fiSätze s^hr fianttkt, so 
»acht der' weitere Uebelstaod^dass der ecste Sit» / 

nicht für alle Polyeder wahr isf, jeden ralljjfdmeinen unbe- 
din^en Gebrauch g^er^dezii unmöglich. Es bftt nümlich j^uerist 
JLhuilier*), später Hessel;^'^) und :^uletzt noch Schulz y. 
ST^4J8ZNycki ***} dargethan, dass es sehr viele Polyeder 
gi^bt, auf welche der er>yähnte Sat^ nicht anwendbar ist. 

Da hiernach di^ EuLER'scheh Satze nicht für die Ablei- 
tung eines allgen^einen Bildungsgesqtzes der Polyeder be-^ 
nutzt werden können, iind etwa3 weiteces, das für diesen 
Zweck passend wiTre, in ^er vorhandenen Stereometrie nicht 
enthalten ist, so ist pian also auf da^^ schon oben erwähnte 
directe Verbinden oder' Zusammenfugen ebener Flächen ai|- 
gewiesen. Es wäre jedoch, wenn man auch von dem seien«* 
tivisch völlig Unpkssendefl' dieses Gonstrdirdh's galisi absieht, 
ganz und gar vergeblich, auf dieaemvy^eg& fein allgemeines 
Bildungsgesetz eruiren zu ivollen. Um dies darzuthun, wird 
eine einfache Prüf i^jng der Beweise, welche für die aligemeine 
Gültigkeit des erwähnten EuLER'schen' Theorieih^ gegeben 
worden sind , hinreichen , wenn ^ gleiöti ein* 2!usammenhan^ 
zwischen diesen Beweisen un^ j<^ned[i Zu^saminehfägen ebener 
Flächen |?n Voraus nicht ersichtlich sein sollte.' *" 

LnuiLiEH hat in dem angeführten Aufsatze, nachdem er 
einen Beweis für Eitler's Theorem gegeben, sogleich ^älle 
hinzugefügt, jn^denen das Theorem nicht Anwendung .findet, 
lind diese EäUer als^ Ausnahmen (emepäQ^ts) bes^ei^^bnet* 
In ^dieser Pßzeichnung iat, ih^ später Hxsssbl^, und ao^ 
Schuld y<&( Sm^^sziNioKi gef^Jg^t . Pas:JB.esi)ltat, z« welohem , 
diese dc^ IM^tbematiRer d|irchihr#) Unetrsuchungen gekom*- 



^) AnnaleB de mäthänat : Tom; lü^p. 169 «t es. 
**l.Jqurn^ für^^e Mittenallk. ,W- VIII, S, iZ u. ff., . . 
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***) Journal für die MalftT Bd. XIV, S. 83 u. fL,. 



tten SQ9:8eiii ^Ituben, ist- dies r dtes alle ^edmetri^h eiiH 
faduea^ Polyeder dem. :£0i;Bn'8^hen ^Theoreme :ilMerwoifen 
9iiid^), und dftnnQcziiiBiiiiimett^Qsetxte Polyeder) jedoeh 
.flieht alle) eine Assnabme maehen. : ¥on dea idiwf^iehendea 
asusammengesetattii Priyederii siad inelvcere Arten^ auf welche 
der ZiiAül geführt bat) nambaS gemacht; ob sie die. einstigen 
Ansilahmen sind^ oder ob es oio^b mehrere gjebt^ ist Jiir- 
g^ndwo evident entschieden, und eben so wenig sind die 
Meri&nude jener zusammengesetzten: Polyeder, angegeben, in 
Bezug: auf welche das Euuca'sche mieorem wabü ist/'O« 

Obwohl nun dies Resnltat wegen seiner Unzuverlassig- 
keit und Unbestimiiktheit scientivisefa ;ganz und gar nngenö-* 
gend ist) so ist es doch boehst Bchätabar^ indem >e6 auf eiiie 
Erweiterung des Gebietes^hinweiat. Dagegen sind die Be- 
weise für die aligemeine Gültigkeit des EuLEn'schen Theo- 
rems ohne Werth: «denn da sie mehr^ als wahr ist, dartbon 
Mllen, SO' sind sie entschtedbi logisch fehlerhaft« Es fragt 
sich: wodurch i$ind wohl die Verfasser^ diesef Beweise zu 
fehlerhaften ^Schlüssen verleitet worden ? # 

Man darf voraussetzen, dass, Eüler und etwa Leoendii: 
ausgenommen ) alle übrigen Beweisfährenden mit dem Vor- 
kommen von Polyedern , auf welche das EuLsa'sche Theorem 
nicht anwendbar ist* bekannt waren. Nun sind diese Po- 
lyeder aber gleich anfänglich als Ausnahmen bezeichnet Vor- 
den, als einzelne Erscheinungen, neben welchen, nacK de^ 



• ■ '. •. ■::•■'■. \ : 't .' i.- • • * 

*} Beiläufig $.e|-2^Qg€merkt, (Ias$ auch dieser Satz uorichtig ist: denn 
unter den möglichen geometrisch einfachen Polyedern bilden jene^ 
för weldie^ das B« 1er' sehe Theorem gilty^eiiie gegen die übrigen 
sehr wenig zahlreiche Klasse. 

^3 In der Gor^espondahce lAathömat. ei physique, Vol. I, p. 64—66, 
wird ia einem Aufsatze,. über die .reg^l^rep Körper; C^on Garoier) 
das Eul er *scte Theorem angeführt, und dazu in einer Note be- 
' merkt; ,,dans rm 'des numeros $uiva))s/no«9 de^aAer^^ ce theoreme 
s^Yec tous Iqs cas d'exception." Wenn es der .Verfasser wirklich 
ernsthaft meinte, so wird es ihm eben so gegangen sein, wie bisher 
aüen, welche die allgemeine Auflösung der' Gletehungen gefimde^ 
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im ordinjEren Leben pm^kren AmfAdbt^ die Uegel vi^estdrt 
ia ihrer Allgemeinheit bestehen kami. • i Deshalb, so seheint 
es wenigstens, glMbtra die^ Veiteser. dte Beiväse> Fng 
ifnd Recht ^B hsbetf, bbi ihiren Beraenslrttlibnen von den idhti 
weichenden Polyeder« - keine Noüa • i» nehmen^ Umd dadtf 
Isg schon ein Grund ^ ans wachem dib Beweise fbhierhaA 
werden ranssten. Denn Wetm auch das schwanke^ schnell 
voll Gegenstand in Gegehstand letcbt hineilende Leben die 
angefiihrte Ansieht als ^Ülssflg betraefatea mag, so ist es in 
den Wissenschaftefi tiberbanpt, insbesondere aber in dctt 
Mathematik sdilechtbin nn^ulässig^ . Aasnahmen odef Ab-* 
weichngeii vm Regeln s» istatniren« Gilt irgend eine Rege) 
oder ein Lehrsatz iiir eine 'Reih& von Gegenstinden . 

mid findet sich. ein Gegenatand. a,: der. wegea ejnselner £i^ 
g^scbaften wohl la die ivprsteUetide Reihe geb&rte^^ we^ea 
anderer aber Glicht dabia gezahlt werden fc^n,* so ist dieser 
Gegenstand a l^ine isclinte Br$ißbeiiia«g, sondern ein Glied 
einer. a& weiten Reibe von Gegenst^4^n 

und für diese zweite Reihe findet ein. anderer Lehrsatz statt. 
'Ist qpch ein dritter Gegepstand oc vorhanden, der wegen 
einzelner Eigf.nschaften in die eine. oder die andere dieser 
zwei Reihen, oder auch zugleich in jede aufgenommen wer^ 
den , wegen anderer Eigenschaften aber in keiner von diesen 
JÄeihen eine Stelle, erhalten kann, so ist a wiöder nicht eine 
isolirte Erscheinung,, sondern ein Glied einer dritten Reihe 

, a ß Y 5 e • • • • • • 

tut welche linn ein, dritter tiCfarsate gilt , u. s. w. 

Wer das Lebe», Natur nnd Wissenschaft mit Anfmerk-* 
samkeit und tfmsicht zu betrachten ^ewofant ist, wird das 
Vorstehende leicht überall bestlUigt finden. Bleibt man bei 
9, Regel und .Ausnahme ^^ stehen, so ist mM amV und 
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« 

jLonmit «üel» /ide ai^^cäieiki iordonfiicbts-BetitK&öiitr MtM 
man sieh aber von dieser Bomirtheit frei, erhebt mamisielt^ 
so steht ein unerme$slftb^r BeiehtNuiii sffen: was vorher 
aIli^e»<eiiiisAer Le|^;s^^^^ Be^^l f^^^^sTf' ^^^^ wir^ jfita^tieip 
€^iQKetfi^^ ^j^4, |ii; eiqer R(BiheMall^eiiieinejr l^ehrsäta^e, und 
wenn di(ei^e . Reibe tWieder ihr allgemeines .BUda^^sgeset;^ 
hat, so ist dieses weitf^r ejbi^nfialjls nur ein einf einois Glied 
in einer neuen Reihe, n, s. f. in infinitum. 

Die fehlerhafte Ansicht, mit welcher die Beweisfährenden 
an ihre DempnstrWtioneri g^^airigen sind,. Würde jedoch als- 
b^Id als solche erkannt iind beseitigt worden seih, wenn 
nfcht durchweg yoii den' Vordersätzen, jauf welche der 
JSchhiss gebaut ist, ein fehlerhafter Crcbran^h gemacht^ wenn 
(diesen Vordersätzen nicht ein grosseres Gebiet^ als auf 
welches sie in Wahrheit öich erstrecken, dngeräumt worden 
wäre. Dass diei^er'F'ehlerwirkKch Von Allen bedangen ' wor* 
denjfist, ilurffe, wegen der Nullität der Beweise , Icaümeineir 
Na^hweisuiig werth sein; öm jedoch Jeden Zweifel und na- 
mentlich Jeden Kefm zu dem Argwohne zu entfernen , als ob 
icb durch' bibse Bebauptungen itberzeugen wolle, wierde ich 
einige Beweise anfuhren, und zugleich das Unstatthafte der 
dabd gebrauchten Vordersätze nachweisen. 

Cauchy sucht in seineür ^^recherches sur les pölyedres^^ '^ 
neben anderm darzuthnn, dass das EüLBR'sche Theorem einei^- 
seit^ als specii&ller Fäll eines allgemeinem Satzes, ander- 
8erts\^ber auch als Folge eines änderen speciellen Theöriem's 
aufgefasi^t. werden kann. Er stellt näinlich das Tneörem auf: 
\jSi ton decömpose un polyedre en fänt d^dutres queVon 
voudrüp en prehant ä volonte doHs firiterieur de nquveaVtX 
sqmmeisj gue Pon represente pa^'ß^l&^nömbre des hou^ • , 
veaux polyedres ainsi förmes^ par 8 ie nombre fojäl de^ 
sommeUj y compsU cetix du pr^emer' polifedre , pur F le 
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MMR^re-laArf di» faoa, el par A le nombre Mal det utHew, 
«n mtta. 

S + P=?A + P-)-l- (1) 

Wd fährt dann fort: ^yll est faeile de^voir que le Iheoreme 
dfEüLER est un cos päräciüier du theorehie precedent^ car 
si Port suppose tous lös polyeäres reduits ä uH ieul, ort 
aura P= 1, et teguatiori (t) se reduira ä celle-ci^ 

S + F = A + « (8) 

. • ' t - 

Weiter fügt er hinzu: .yOn dedtUf encorede Vequation 
(I) un second fheoreme relatif ä ta geomefrie planeß car 
ßi Von suppose y que tous les polyedres ^tant reduits ä un 
seulp on detruise ce dernieren prenant une de ses faces 
pour base^ et transportant sur cette face tous les autres 
sommets sans changer leur nombre y on obtiendra une 
jßgure plane composee de plusieiirs poiygpnes renfermes 
jdans un contour donne. Soit F le nombre de ces polygones^ 
S le nombre de leurs sommets, A celui de leurs edles , on 
obtiendra la relation qui existe entre cestrois nombres^ en 
faisanty dans la foi^mule generale^ P ^ 0, et. Von awra 
alon 

S + F = A + 1 . (3) . 

ISous pourrions demontrer immediatement le theoreme 
gener al renferme dans fequation (i), et en deduire comme 
corollaires les deux autres fheoremes. Maisafin de faire 
mieux connaitre fesprit de cette demonstraüon y nous allons 
commencer par demontrer d^une moniere anato'gue le demier 
theoreme renferme dßns Vequation (3)." Nun folgen zwei 
Beweise des Satzes (;3^;< es wird für den vorgesetzten 
Zweck hinreichen , wenn ich nur den einen anführe, yy Sup- 
posons les divers polygones reunis ^successipement autour 
de Vuh d^ entre eux pris a volonte. Soient a et 9 les nom" 
bres de cotes et de sommets du premier polygohCy a! et s 
les nombres de cotes et de somntks du second polygane qui 
ne lui sQnt pas cammuns aveQ le premicn^ h,.H^'f!' les 
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MmifBs ^.e6te$. tt de mmm^ du froin^ime fif^me qvi 
aure^ U9 eqmMßm mwante^: 

a = s + 1 



.•<• 



a ¥^ et observani que \ ,-- ■ -. - 

. . r a+X + ä!' + 4*0. = A i- . 8 + ä';4- »" + *e* '^ S 

.. ' . • * 
0/1 ^um teguätion ' 

A = S+F — 1, Ott S+P=»A+1 C3) ' 

• 

.Nun folgt die Dedaetion des EfiLER'schen Satzes. yj,Le 
tlieoteme d'EuLER est tme consequence immediQte du 
theoreme renferme dans tequation S + F = A + 1. Ein 
eff^efy supposons que F represente le nömbre des faces qui 
composent la surface convexe d'un polyedre] et que S et A 
soient les nombres de sommets etifaretes renfermees dans 
cette meme surface. 8i^ dans la surface du polyeäre^ oti 
supprime une des faces y les faces restantes^ dont le nombre 
sei*ß F — 1 , pourront etre considerees comme formanf une 
. suite de polygones renfermes dans le confour de la face 
supprimees et par suife les nombres S , A et F — 1 devronf 
satis faire au theoreme demontre. En effety soft que les 
polygoyies soient compris dans im seulet meme plan^ ou 
dans des plans differens^ le theoreme n'en existe pas moins, 
puisqu'il ne depend que du nombre des polygones et du 
nombre de leurs elemens. On aura donc, en considerant 
la swrface d*un polyedre^ 

ou 

S+F = A + 2 * («) 

ee qui renferme le theoreme d'EuLEn.^' 



yW$Mm^a^66e»^^S9»^ (f) w wie des ^ M äb^ 
tM dem m« AMeitmj^den'ThiMHmM«; (9) g^tarMtb^ 
ten Satze: dtus) wenn an &in P^fyff^n 0ii^ im i^ Nef^ 
von Polygonen ein neues Polygon ge^gt imrdy die An%ahl 
der Kanten um eine mSUhi vermehrt wird, die um 1 grösser 
ist^ als die Zahl, nm welche die Anl^hl der Eckpunkte 
zunimmt, oder wenn a die Anzahl der Kanten, und s die 
Anzahl der Eckpunkte ist, welöh'i das neu hinzutretende 
V4kygon mchtmi 4«m Note «epclp vM wb^met " 

a =3 s 4- 1 ■> ^'•^^■•■^ 

ii^; Utfl'libtr eirizttsefaen, wie'fibd «du« die! Allgemeinheit 
dieses Satzes steht, braucht man nicht weit.b?ri||9i;Kusacheo^ 
Man setze z. B. nur 4 Dreiecke 

aß7 



; I 
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ia ^^er i?i)1g9,* in der sie hier genannt sind, uiict so an ein- 
ander !^' dai^s die Seite ay des Dreiecks ayS mit der Seite äy 
des Dreiecks otßY, die Seite a8 des dritten Dreiecks mit der 
j^eite a8 des j^weiten, die iSeite ßy des vierten mit der Seite 
ßv des ersten, und zugleich der Eckpunkt e des vierten mit 
dem Eckpunkt e des dritten Dreiecks zusammenfällt. Kommt 
auf diese W^ise ayS zu oßY, so ist a = 2, s t=« 1; koqamt 
hierzu a8s, so ist ebenfalls a = Ä, und s = 1; wenn aber 
ßYs noch hinzukommt, so ist a = 2, und 8 = 0. Dies 
Letztere stösst nun die Allgemeinheit des Satzes a =^s + l 
schon um, und mehr ist wohl nicht nothig, um darzathun, 
dass die Beweise der Sätze (3) und C«) gar keine Beweise, 
als solche völlig Null sind. 

Einen anderen „leichten" Beweis des EuLER'schen I^ehr- 
satzes hat Steiner*) mitgcthcilt. Die Darlegung ist, wört- 
lich, folgende: *• . 

*) Journal für die reine ti* angew. Maft* Bd* ! , 8. 3» u. ff. 
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^,Es sei im Raum irgei)i^^|ii,. von ebmen flSchan be- 
grenzter Körper ^geben« Ans irgend einem Punkt, der 
ausserhalb desselben, \inVl'm!i Iceinc^r sdner iSeitenfl£ehen in 
einerlei Ebene liegt, projicir^ man die Oberflache des Kör- 
pers auf irgend eine beliebige Ebene, so entsteht in diesiei^ 
Ebene ein Netz, wielches ebfn.sR iae|ß jITtf lecke derselben 
Gattung, eb^n so viele gerade JLiini^n, und eben so viele 
Punkte (A, B, C^ • . • . * ä, b^'c,'. . .".* *a, ß, y? • • • •) 
liälf, -i» ^dä^ l^ppeir Mfii]^^ ^itehflUtüM^ Kanten und 

/^ i, Einzeichnet ]na^ ,nnn diirch r, % x^iA E respective, die 
Seitentfaciien, iCanten und tiCken des Körpers, so lässt sieii 
.afe Summe 2 der Winkel aller Vieleck? des Netzes auf fol- 
gende zwei Atfen aüsdriickerii^^ r 

•^ ,«.»«. • ' V •. • > - 5 . , 11 1 , '. ' • « » ■ , I . •.!'.' 

.: j^JEM/t^A*. Wenn maof erivagt,. daas |ede Linie 4cyr 
Figtr ^lüte isweieir Vieleck€»ii»t, mA.Am^ die Siamme 4er 
. Winkel jeitea Vielecke ao ^oft.mar %JX^{!t Hechte) beträgt 
jolft es Seftea hat,'iilreniger>4B., milbiii die Wink^^mnme 
aller Vielecke zusanmai s»: ^ mal 4B^ ausmacht, ala« in 
dfjr. Figur JLinien yo|ifhan4ea ^od^ wtv^^pt so oft mal 4 B., 
als Vielecke da sij^df so folgt^.dass : 



1) S=^4R.K-4R.F.^ 

• . ■ • -» 

. ■ . ■ . ^ 

^^Zweifäu. Wenn man erwügt, dass die Winkel an 
den Ghrenzpnnkten A, B, C, D, . • • ., welche zusammen 
zwei.'md die Winkel des Grenzvielecks ABCD \ aus- 
machen, so oft mal 4B. betragen, ids Grenzpunkte sind^ 
weniger SB«, nnd dass fismer, um Jeden, im Innern der 

Figur liegenden Punkt a, b, c^ d, a, ß,;y, S, • J . • . 

die Winkelsumme gerade 4 B. betragt, also alle zu sümmiren- 
den Winkel zusammen so oft mal 4B. betragen, als Punkte 

A, B, C, a, b, c, a, ß, y^..... vorhanden 

sind, weniger SB«, so ist 

2) S=>4R.E— 8R." 

. ~ ■ . i 



„ Aus 1) nnd f) folgt-, das« ■• 

4B..K-IR.F = 4B.E-.:$R 

oder , . ., 

öder ' ■'' ■ ' •• ' '.y .' r^w < */ \ '.X. ..:: • ^^ i. ;'•" . 

f [\- • . . I •,.*'? '*. ' 5 * t ■ w ' ' • • i . "* ■ ■ ' ' 5 1 ■ ' ' <' > M ' » t ' J *♦ • ♦ . >• 

welches der EuLfiR'sche Sata^ ist.^ \ , r^ 

gefägt Es ist ein Vieleck ABCD • • • • ^ezeichpet; iqjp^ 

halb dei? Umfaiigs desselben sind Punkte a b c d • • . • ange- 
nommen, und mittels dieser ist der Flacnenraum, desr' Viel- 
ecks ABCD . . . .' in eine Anzahl von Vielecken so zerlegt, 

dass durch keinen der Punkte a b c •••••• . weniger als 3 

Theilungslinien gehen; ferner sind innerhalb' des tJmfangs 

des Vieleck^ ABCD Punkte a ß y . /. . /angenbiBmenj 

nM ilurcb die^e fst der Pl£ch«nraum des Vielecks ABCD« •• . 
ebenfalls in eine Anzahl Vielecke zerlegte "Burdi diese dop- 
pelte Zerlegung isind ^wei ober einander gelegte Schicht&tt 
von Vielecken zpp Auffassung gegeben. 

Bei diesem Beweise kommt es auf die VordersHtze an 
aus welchen die Gleichungen 1) und S) abgeleitet worden. 

Für die Gleichqng.l) ist Steiner von dem Satze aus 
gegangen, dass jede Kante des Körpers zweien Seiten 
flachen angehört. Die Allgemeinheit dieses Satzes ist leich 
umzttstossen ; da jedoch gewöhnlich davon als von eine 
Saphe, die von selbst klar sei, gesprochen wird, hier auc 
nicht viel daran liegt, ob der Satz unbedingt für alle Körper 
gilt oder nicht , so will ich darüber hinweggehen. 

Anders verhält es sich aber mit den Vordersätzen, 
welche der Gleichung 9) zu Grunde liegen. Hier nimmt. 
£Iteiner, yirie eine genaue Analyse zeigt, zwei Sätze als 
unbedingt wahr an, von denen jeder zwar in einzelnen Fäl- 
len Anwendung finden kann, in Millionefi anderen Fällen 
aber nicht. Es wird nämlich postulirt, jeder Körper ist so 
beschaffen, dass 
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a) die Summe der Projeetiotten aller Wipkel eines Eck« 
pankts, dessen Projectlon als Edqiunkt des die. Pro- 
jeetion des Körpers begrenzenden Vielecks auf^efasst 
werden kann, dem Doppelten der Projection des Win- 
kels Jener zwei durch den besagten Punkt gehenden 
Kanten, .deren Projeetionen Seiten des Grenz Vielecks 
siad^ gleich istj und dasst 

ß) die Snmme der Projeetionen aller Winkel eines Eck-^ 
pankts, dessen Projeefion innerhalb des, Umfangs des 
Grönzvielecks zu liegen kommt, gleich 4R ist 

Nun sind aber ganz leicht solche Körper aasl^udenkeri^ 
bei deren Projection der Satz a) nicht auf jeden Grenzpunkt, 
und der Satz ß) nicht auf jeden inneren Punkt anwendbar 
ist: es kann einen, oder auch mehrmal einen' solchen Grenz- 
punkt geben, in welchem die in a) genannte Summe mehr 
als das Doppelte des Grenzwinkels beträgt, und eben so 
kann es einen oder mehrmal einen inneren Punkt geben, in 
welchem die in ß) genannte Summe kleiner als 4R, oder 
auch grösser als 4R ist. Deshalb kann den Sätzen a) und 
ß} eine ailgeibeine Gültigkeit nicht zugestanden werden^ 
und dadurch wird der ganze ,| leichte ^^ Beweis eine windige^ 
sqierltivisch wertlilose Betrachtung. 

Die übrigen Beweise des EuLEn'schen Theorems eben 
öo, wie die zwei vorstehenden, zu analysiren und zu prüfen, 
dürfte. zwar nicht nutzlos sein; da jedoch daraus für die 
Polyedrometrie durchaus nichts zu 'gewinnen ist, so über- 
gehe ich sie. Dafür will ich , was für meine gegenwärtige 
Absicht passender, und jedenfalls nützlicher und interessanter 
sein dürfte, auf die Quellen aufmerksam machen, aus denen 
die bei den genannten Beweisen begangenen . Fehler ent- 
sprungen sind. . 

iHag auch v(m dem Einen aus Uebereilung, und von demi 
Andern aus zu wenig Achtsamkeit übersehen worden sein, 
4ass einer der gebrauchten Vordersätze nicht in der Allge- 
roeinheit wahr fst^ in welcher er genommen worden, so liegt 
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doch hieria der geringste Theil der ShshoU t sotidem. 
Hauptqaelle des iJebels ist der Zustand der vorhandeni 
Geometrie äberbsupt, und' der Stereometrie insbesonder 
und freilich auch der Umstand ku betrachtea« dass die B 
weisführenden sich von den Banden dieses Zustandes nicht 
zu befreien vermochten. Siaa wird, leicht zugigen, dass es 
bei dem jetzigen Zustande der Geometrie, so weit man nicht 
dabei arithmetische Hülfbmittel zuKieht^ ejne Mrenge Fis^irun^ 
un4 Unterscbeidang des Allgemeineren von dein weniger 
Allgemeinen geradezu unmöglich ist; pnd wenn liiei^egen 
eingewendet werden sollte^, dass durch Unhestimmtlassung, 
ob dies oder jenes gemeint sei, d, i. durch blose Nicbtnen-^ 
nung des Speciellen^ eine Aligemeinheit in der Bez^eichnunip 
erreicht werden könne, so diene als Gegen wort: eine jre- 
Haue Untersuchung eines jeden Falles^ den man als Beispiel 
vorführen möchte , wird darauf leiten , dass eine Täuschnngv 
obwaltet, und dass nur Specialitäten in ein anderes Gewand, 
gehüllt sind. * . > ^ 

Während nun ,der gegenwartige Zustand der Geometrie 
in der angeführten Beziehung so wenige Sicherheit und 
Haltung gewährt, ist von der jetzigen Stereometrie noch 
weniger zu erwarten. Durch den Bescheid, dass jeder vqn 
ebenen Flächen allseitig begrenzte Baum ein Polyeder sei, 
ißt man bei jeder allgemeinen Untersuchung der Polyeder 
darauf angewiesen , dass man sich ein Geffige von ebenen 
Flächen vorstelle, welches allseitig einen Baum einsehliesst. 
Nun ist die Frage: welche Eigenschaften muss ein Gefüge 
ebener Flächen Jiaben , wenn von demselben soll ausgesagt 
werden können, dass es einen Baum einschliesse? DieAnt^ 
wort wird ^ vielleicht unter mancherlei Versuchen von Varia« 
tionen, doch dahin auslaufen, dass ein solches Gefüge einen 
Baum einschliesse , wenn es nirgendwo eineOeffaung lasse, 
qnd dass das Mittel znr Prüfung, ob ein Gefüge diese Eigen* 
Schaft habe> das Vorstellungfi- oder Anschanungsvermögen 
sei. Wie sehr aber jemand der Schärfe und Stäi^? aeiver: 
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tmagrnatfon flHOh vertranen mag^, M wird Aian dö<ib so ml 
lefoiit VsUge^n^ dass eine ÜeberBCO^cmg^^ die nar iti der 
teaglnaHoii ihren Grand und ^(^en hat^ mindestens hdefast 
]0fisieh6ir kfC Weiter ist die Förderan^, dass man sieh ein 
iMgemeine^ GeAl^e ebener iiliehen vorstellen soll, gansfi 
and gar almird: denn daliin reiDht das YorsteHan^svermSgeii 
Aieht, und wenn Jemand der Forderung Genüge leisten sn 
können vermeint ^ so 1»eraht dies darauf, dass das Elaram-^ 
springen der Phantasie l^on SpeeiaHtit £o Sfneeialüit ffir ein 
FixJrea des Ailgemeteeii genommen wird. 

Dass in dieser Situation , in welche der Forscher ver-- 
setzt ist, wenn er bei dem jetzigen Zustande der Geometrie 
stehen bleibt, nicht nur ein Begehen logischer Fehler leicht 
möglich, sondern ein Vermeiden derselben fast unmSglich 
ist, durfte nicht schwer fallen einzusehen. Einerseits sind 
[die Mittel, aber welche man zu verfilmen liat, unzulänglich 
und unsicher, und anderseits ist der Geist durch die Rich- 
tung, welcher er In der vorhandenen Geometrie sich hinge-' 
geben hat^ gefesselt. Daraus- ist nun, "wie noch manches 
andere, wovon zu einer andern Zeit die Rede sein wird, did 
allerdings merkwärdige Erscheinung zu erldfiren, dass lo« 
gtoch fehlerhafte Beweise Cdes EcuBa'schen Satzes) von 
taehreren, ja von sehr vielen Mathematikern als ordn^qga-« 
m&ssig angesehen werden« 

Zugleich wird jetzt ersichtlich sein , dass die Abl0itottg 
einen allgemeinen Bildungsgesetzes 4er Polyeder auf dem 
Wege des blosen successiven Zusammefifugens ebener Flfi^ 
ehen ganz und gar unthunlich ist« 

Wenn nun die vorhandene Stereometrie, wie aus der 
vorangehenden Präfnng Sich ergibt, nicht einmal das ent<% 
hält, durch dessen Hülfe man dahin gelangen könnte, mit 
aller Gewissheit zu sagen, diese und diese Klassen und 
Arten von Polyedern sind möglich, so durfte es kaum der 
Mähe -werth sein , dte Stereometrie in ihrem Jetzigen Zu-* 
Stande noch von einer' andern Seite zu prfifen« Wenn man 



die Polyeder nieht dareh und durch kennt, so Übst sieh 
eben niebt viel von ifaoen aussagen. So kann namentlich V0m 
einer Aufstellung der Bedingungen) onter welchen ein Pe« 
lyeder als bestimmt, construirbar, betrachtet werden kaoBj 
durchaus nicht die Rede. sein, und dadurch fällt alles von 
selbst weg, was auf diese Anfangspartie sieh stutst * Weiter 
ist,. so lange man nicht das gaqze Heer möglicher Polyeder 
mit der fast ins Umtbersebbare gebenden Mannligfoltigkeit 
m der Gestaltung kennt, nieht einmal ein AufsteUen.dervie* 
len Gesichtspunkte, unter welchen ein Vergleichen verschie- 
dener Polyeder geschehen kann, geschweige ^ denn eine 
Fixirung der Bedingungen für. diese Vergleichungen möglieb« 
Zwar ist in der vorhandenen Stereometrie von Gleichheit 
* Coogruenz, Aelmlichkeit und Symmetrie die Rede; aber um 
den Werth kennen zu lernen, den diese Vergleichungsweisien 
jetziger Zeit haben können, bemerke man nur, dass z..B« 
Legendre in seiner Geometrie ausdrucklich erklärt, er werde 
nur yon convexen Polyedern handein, und verberge man 
sich nicht, dass eine solche Einschränkung auf die unter- 
geordnetsten S{)ecialitäten der betrübtesle Zustand ist, in 
den ein Forscher gerathen oder sich versetzen kann. 

Wenn man also Einzelnheitcn , woran Fleiss und Schart- 
sinn unablässig sich üben, und welche in der engen Sphäre, 
wohin sie gehören, vielfach niclit ohne Werth seirt mögen, 
jedoch zur |i%rdernng der Disciplin im Ganzen nnd Grossen 
nichts beitragen^ im Wertfae nicht höher stellt, als sich ge- 
bührt, so durfte leicht zugegeben werden, dass der jetzige 
Zustand der Stereometrie nicht sehr von dem verschieden 
ist, in welchem diese Disciplin im Jahre 1759 oder 1753 war, 
als EuLBR ihre weitere Ausbildung der Mit- und Nachwelt 
mit folgenden Worten empfohlen s ^^ Demonsträds ergo hu 
theoremafibus (nämlich seine neuen Lehrsätze) , elßntenta 
. Slereometriae ^ guäe ante aliquot tempus eocplicavi^ fimm^ 
simis demonsft'ationibus ^nt munifay ita utelementi^ Geo-- 
metriae nihil plane concedant Verum- prima tantum 
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JSt0reamelfiae ehmentä »0 in meMm' at^idmMe ffU^w y qui-^ 
sMms haecttientia vUeinur: exeolenda 9uper$t9nd debeat: 
qm^pe quae pJurimas praeclarM cürporufß affecHone^ in 
jte complectüuPy qua» adhtic anmmo ignor€mu»if' 



Ich Bj»hoie die Polyedrotnetrie von aeocfui; vor. 

Dabei ksse ich jedoch die vorhandene Polyedrometrie 
g^ftn% und gar. anf feieh beruhen *>^ «nd werde zunächst dar- 
auf anstehen , die äch<en <>»eUen anfzodeeken , ans denen 
eine des Namens einer matheoMitisehen Disciplin würdige 
Polyedrometrie geschöpft werden kann» 

Zuvorderst bemerke ich, znr Verständignng, dass ich 
tiicht irgend wie eingeschlossene Rünme , sondern nur ebene 
Flächen in Verbindung, Gefuge öder Systeme solcher Flä* 
ehen in Betracht ziehen werde. 

Zweitens führe ich iin Voraus an, dass ich^ ^egeii den 
bisher in der .Geometrie üblichen Gebrauch, ein System ebener 
Flächen, deren jede ein Dreieck ist, für allgemeiner halte 
als ein anderes System von eben so vielen Flächen, unter 
denen aber Vier-, Fünfecke, .... sind. 

Die logische Richtigkeit dieser Sonderung und Unter- 
scheidung des Allgemeineren von dem weniger Allgemeinen 
ergiebt sich leicht. Man setze zwei Dreiecke abc und bcd 
voraus, deren jedes eine Seite bc mit dem andern gemein 
hat, und bezeichne durch a den Neigungswinkel der Flächen, 
ohne hinsichtlich des Werthes dieses Winkels etw&s zu 
^tatairen. Nun ist die Vprausdetzung in dieser Fassung, 



*3 Baeo sagt: frnstra magnum expectatur augmentutti in scientils ex 
superindacUoae et 'insillone novoram super vetera; sed instanratio 
facienda est ab imis fundamentis^ nisi libeat perpetuo cifcumvolvi in 
orbeHf cum exili et quasi contemnendo progressu. (Noviuft organoü, 
Hb. i; aphorisöt. XXXl) ^ 



OMh somtigea Uegün 4»t MatMmlitik^ woM iie äUgeHRiiist^ 
welche für die Yerbiodan^ der zwd Ureieefce itemaeht. wer* 
den iiann, und jede andere, bei welcher für a ein Werth 
namhaft gekiaebt wird> ist eine besondere; in die Reihe die- 
ser besonderen gehört aber auch jene, bei welcher a=^ 180* 
angenommen, d. i«, in welcher festgesetzt wird, dass die 
fragliehen zwei Dreiecke in einer ebenen Fläche liegen, und 
also ein Viereck bQden sollen. 

Macht man nnn hiervon Anwendung anf Voaraüssetztingen 
von Systeqieii ebener Flächen , so wird man die oben be* 
Michnete Fliining dessen, wornach die Beschaffenheit eines 
iSystemes hiiisicbtUch der Allgemeinheit na beortheilen ist, 
nicht nor nicht zufällig nnd wlllköhrlich gewählt, sondelas 
den logischen Gesetzen gemäss erkennen. 

Drittens« In Folge des Yoratisgehenden , und weil es 
nicht nur etwa nätzlich,^ sondern fär den ordentlichen Ausbiiu 
einer DIsciplin unerlässlich ist, dass jede Untersuchung in 
möglich grösster Allgemeinheit geführt werde, wird meine 
Uniersuchung durchweg auf solche Systeme ebener ti'iächeq, 
worin jede Fläche ein DreieclbL ist, sich erstrecken. Was 
von diesen allgemeinaten Systemen gefunden wird, gilt na- 
türlich auch von den in jenen begriffenen besonderen Syste-r 
men, wobei nur nötbig ist, die Bedingungen zu eruiren, 
unter welchen man von den allgemeineren Systemen zu den 
besonderen übergehen kann. 

' Nach diesen Feststellungen und Hinweisungen im' Allge- 
meinen entsteht nun die Frage: wovon ist auszugehen, un4 
wie weiter? > ■ , 

Als das S^weckmässig^te, wovon der Ansang zu neh- 
men ist, bietet sich die YoraBSsetzang dar: es seien n Punkte 
Ai Aa A3 . • • .An , aber so gegeben , dass keine yier der« 
selben in einer ebenen Flache liegen« 

Von diesen Punkten kann zunächst tmgbeäfS^ werden, 
dass mittels jeder dreien derselben eifte «bene Fläche be- 
i»^iiiimbar ist Cwcil nämh'cb, vermöge 4cr Voraussetzung 
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«Blbst4 kQü^'irei der n Pliakte id iBiäet geraden Linie Ue- 
^eti k0nneit> 

I^t Hbef dies wahr, so folgt nnmittelbar) dassittati durch 
Hülfe aller n Punkte ein System von \ ~ L ~^ ebenen 
Flachen bestimmen kann# 

Non durfte es, für den weiteren Fortgang, nützlich sein 
i&a bedenken^ dass in der eben fixirtefi Folgerung lediglich 
die Grenze bezeichnet t$(t, über welche hinaus man bei der 
Fläehenbestimmang nicht gehen kann; es liegt dann die 
Bemerkung sehr nahe,' dass man beliebig weit unterhalb 
jeo0r Grenze stehen bleiben kanh^ und dass man dabei immer 
:eio System ebener Flächen hat : ^aAd diese Bemerkung dürfte 
fruchtbringend Min. 

Denn angenommen, 'man bestimme mittels der n Punkte 

A, A^ A3 . - . • A„ nicht alle "^i"7^j^"~3^^ «"^«»«n ^'l*- 

chen , zu denen man gelangen katih , sondern in irgend einer 
Anzahl weniger, sd hat man, wie und wo man auch mit 
dem Bestimmen aufhören mag^ nicht nur ein System ebener 
Flächen überhaupt, sondern ein System, dem gewisse Ei- 
genschaften ;&ukbmmen, wodurch es von anderen Systemen 
sich unterscheidet, dagegen mit weiter anderen Systemen in 
eine Klasse zu stellen ist. Wenn man aber durch bloses 
Uebergehen einiger oder mehrerer von den möglicher "Weise 
bestimmbaren ebenen Flächen zu Systemen mit bestimmten 
Eigenschaften kommen kann, so ist ausser Zweifel, dass 
man dergleichen Systeme auch erhält, wenn man im Voraus 
die Eigenschaften, die denselben zukonnnen sollen , festsetzt. 
Bei der Befolgung dieses Weges hat man zunächst den nn- 
mittelbaren Yortheil, dass man nicht- blos ein System 9 son- 
dern sogleich alle Systeme , deren jedem die vorausgesetzten 
Eigenschaften zukommen , mithin sogleich eine Reihe oder 
eine Klasse von Systemen erhält. Ein zweiter Vortheil be- 
steht darin, dasa, wenn man in der Wahl der Voraussetzun- 
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gen , wodurch einzelne Eigenschaften ^dec Aggregate Von 
Eigenschaften ffir zu Bildende Systeme ebener Flächen fest^ 
gesetzt werden, sich nicht selbst bornirt und behindert^ ein 
Feld von der ungeheuersten Ausdehnung und einer ^anz 
grenzenlosen Ergiebigkeit offen liegt. . ^ 

Dabei treten nun freilich zwei Fragen entgegen, welche 
nicht nur schwer scheinen, sondern in der That desto mehr 
Schwierigkeiten darbieten , je weiter man auf dieselben ein- 
geht, dessen ungeachtet aber doch zu beantworten sind: 
nämlich^ welche Eigenschaften oder welche Aggregate von 
Eigenschaften kann man für Systeme ebener Flächen vorausr 
setzen? und: wie können mittels der n Punkte solche Systeme 
ebener Flächen, denen die vorausgesetzten Eigenschaiteari 
zukommen, bestimmt, gebildet oder construirt werden? 

Um vorerst nur einmal in d^s Gebiet zu kommen, aus 
welchem die Antwort auf diese zwei Fragen herzuholen 
sein dürfte, ist es zweckmässig, von dem Systeme der 

^(^ — ^)(^—P ebenen Flächen , welche durch die n Punkte 
bestimmbar sind, auszugehen. 

Zunächst giebt sich kund, dass jede der "t"^^g^""^^j 

Flächen ein Dreieck ist. Da nun aus der Reihe dieser Flä- 
<^hen des Grenz-Systems die Bestandtheile für jedes andere 
System, dessen Bestimmung durch Hülfe der vorausgesetzten 
n Punkte verlangt werden mag, genommen werden, so haben 
also alle so bildbaren Systeme die Eigenschaft der grössten 
Allgemeinheit, und es ist somit in dieser Beziehung vorerst 
Heine I^nterscheidung zu machen. 

Für eine weitere Besprechung der Sache ist es eben so 
niUzlich als nothwendig, dass die einzelnen Flächen des 
Grenzsystems namhaft gemacht werden. Es geschieht dies 
dadurch, dass aus den Punkten Ai A2 • • • An alle Ternionen 
gebildet werden , indem jede dieser Terniohen 
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AjAgA^ A2A3A5 



A|An««iAn A2'^n— i-^Vi 

pass^d als Name fär die Fläche dient; .welche dar^ die 
PuBkte der Ternion bestimilibar ist. 

Nun stellt sich zuerst als nnzweifelbaft heraus, dass, 
wenn man für die Flächen des Grenz -Systems Punkt -Ter- 
nionen als Bezeichnung gelten lasst, die Aufnähme dieser 
Bezeichnungsweise für die Flächen eines jeden anderen Sy- 
stems ganz folgerecht ist 

Weiter dürfte nach einigem Bedenken klar werden, dass 
es nicht nur nicht unpassend, sondern dem Wesen nach 
richtig aind mit dem Vorigen übereinstimmend ist, wenn man 
die Benennung ^^ Punkt --Teniion^^ geradezu an die Stelle 
von y^ebene Fläche ^^ treten lässt. 

Nimmt man aber jene Bezeiehnnngsweise auf, ipnd die 
eben erwähnte Vertausch ung vor, so hat man dem Anschein 
nach zwar nur Namen geändert, dem Wesen nach aber die 
ganze Untersuchung in ein Gebiet versetzt, wo das bisher 
prätendirte Becht der Imagination oder der Anscbanung, iir 
Sachen der Geometrie nicht blos Stutze oder Hülfe, sondern 
auch Richter ^u sein, ganz und gar nicht Anerkennung fin- 
det: denn Systeme von Punkt- Tarnionen und deren Bildung, 
wovon nach den Feststellungen künftig nur die Rede seih 
wird, fallen der allgemeinen Zahlenlehre anheim. 

.Ich kehre nun wieder zu dem Grenz ^Systeme (von 

\ — ^^,~^ Punkt- Ternionen>zuruck, 

Aus den Punkte^ einer jeden Ternion können drei Bi-x 
nionen gebildet werden« Nimmt man djese Bildung für jed^ 
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Temion des Grenai-filysteiiis var^ uiid Ätdlt dte eiteei^ jedea 
Tendon angehörigen drei Binionen neben einander, z. B. 

AjAg 9 A2A^ j A^A^ 



wodurch ein System von Binionenreiheil entsteht , so tritt al^ 

fHgmthtmliebkeit herv«*, dass jede Binion im g anaien Sy-- 

stem n — S mal vorkommt, oder dass jede Jiioion einer jeden 
Temion gleichzeitig eine Binion von n— 8 Ternionen ist* 

Nan nehme ifian an, es sei ans dem Grenz-System eia 
(System von weniger Cals "i'^^^^"^/'^ j Punkt-Ternionen 

genommen^ jedoch die Wahl so getroffen, dass in den auf- 
genommenen Ternionen jeder der .n IPunkte A| A, A„ 

als Element vorkommt ; weiter setze man voraas , es' seien 
tu jeder Terniön des neuen Systems die zugehörigen drei 
Binionen gebildet, und die Gesammtbeit dieser Biniontn nacfi 
obiger Anleitung in ein System gebracht. 

Von einer Angabe oder Ermittelung der Eigenschaften, 
welche einem so unbestimmt bezeichneten Systeme zukom- 
inen müssen, kann oatärlicfa nicht die Rede sein; dagegen 
ist es möglich^ anzudeuten, Was die Angabe der Eigen- 
Sehaften enthalten kann , and darauf kömmt es für den vor- 
gesetzten Zweök ganz wesentlich an. Nämlich: 

t) Eine der drei Binionen irgend einer Punkt- TeHiion 
kommt in dem Systeme der Binionen -Reihen entweder 
iiur einmal 9 öder Smai, oder 8mal, • « • •. ? oder n-^'8 
mal vor, und demgemäss tritt von den drei Binionen 
einer Punkt - Terriion 

. entweder: die Ite a maL die Ste ß mal, die, Sie y mal 
oder: ,) » ä j, , t? « ä .„ , « » y ,? 
oder: jj „ a. ^ ^ »> » oc » ? w » ^ » 

auf, wenn a, desgleichen ß und y .eine der Zahlen 

i , 9, 3^ . . . • Q -^ 8 bej(€ichnet* 
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.S> Naeh itm^ iMb vra deA Btafameii der «iilüebito Piiiikt* 
Tei'niQneri aaligesagt wird^ bilden die sAnartliclite« 
Fnilkt-Teniioiiett des Systems nur eint Klasse^ oder 
sie üerfAllen m B, S^ ^ ^ ^ * Klftssen« 

Indem natl fale^dttiTh Angezeigt ist, "viroräaf Mati sein 
Augenmerk za richten hat, wenn die einem gegebenen Sy-^ 
ateale von Pnnkt-l*erniönen znkomiliende £igenthdmlichkeiC 
aiisgesprdeheh iv^ieh i^oll, so ist äaeh aügegdbeil, t^orali 
man sich zu halten hat, wenn man fcir zu bildende Systeme 
von Punkt- Temionen im Voraus Eigenschaften festsetzen 
will, und daraus ergiebt sieh daisi Verfiihren, das man für 
letzlgfetiannten ZlVeek ^^inzübalten bat Man hat i^amlich 
soerst aus der Manhigfdtigkeit der iä 2} angedeuteten müg^ 
liehen Fille i^ineh aasaawäilen^ d. i. festzusetzen, in wie 
viele Khisste die Punkt «Ternionen des zu bildenden Systems 
oder eines Jeden der zu bildenden Systeme zerfallen sollen^ 
und sodann für die Puhkt* Ternionen eiher jeden Klasse aus 
der ganzen HanAigfaltigkeit dei^ in 1) angedeuteten mögw 
liehen Prädicate irgend eines auszuwählen« 

Es ist in die Augen fallend , dass , Avenn man dtesen 
Weg verfolgt, und alle Fälle, welche aufgefasst werden 
können, wirklich festhält, das ungeheuerste Feld olFen liegt. 
Dies nehme ich als das Gebiet der ^^Polyedrometrie'^y Und 
bezeichne darch ^yPolyeder'^ jedes durch die vorausgesetzten 
n Punkte Aj Aj Aj . . . , A^ bildbare System ypn Punkt-Ter- 
niönen (ebenen Flächen), dem irgend eine der im Vorigen 
als stellbar angedeuteten Eigenschaften zukommt*^). 

So weit im Allgemeinen zu gehen, halte ich für vorerst 
genügend: deshalb übergehe ich hier auch die Beantwortung 
der höchst wichtigen FrÄge: „welches ist die Mannigfaltig- 



*) Bei dieser Festsetzung ist das als wesentlich anzusehen, dass, wie 
für das ganze Gebiet eifl Name, so (f&x die sämmtlichen höchst ver- 
schiedenen Formen desselben ein gemeinsamer Name angenommen 
ist; die Natten selbst, auf welche die Wahl gefallen ist, sind nur 
provisoriseh, «« elfutH^iHger AiisIKUlie ;ejag«qairt. 



— 88 — 

keit der iin Obigen als imfstdlbar angedesietm Ei^nsdiaf- 
teil 9 deren jede entweder ' nur einem Systeme ocler einer 
Klasse von Systemen von Punkt- Terntonen - zukommt ? ^^ 
Dagegen werde ich zwei besondere Fälle vornehmen , welche 
für das Denken ondEprscben in.der noth wendigen Richtung, 
so wie für die Uebung, ohne welche bei aller Grösse und 
mehr als reichen Ergiebigkeit des Gebietes dennoch nicht 
viel zu erobern ist ^ Gegenstände \xk sehr bedeutender Menge 
darbieten. 

« i 

. Erster besonderer Fall. 

Ich stelle die Aufgabe: es soll ein System von. Punkt- 
Temionen (oder ein Polyeder) gebildet werden, das d^ 
Eigenschaft hat,, dass die sämmtlicfaen Pnnkt^Ternionen des 
Systems nur eine Klasse bilden, dabei aber von den Binionen 
einer jeden Ponkt-Ternion die eine nur einer einzigen Punkt- 
Ternion, jede der zwei übrigen Binionen aber zugleteh 
zweien Punkt-Ternionen des Systems an|^ehört. 

Ein System von Punkt-Ternionen , welchem diese Eigen- 
schaft zukommt, ist folgendes: 

KKK 

AgA^As 



An*— 2 Aq.^ 1 Aß 
Aii.^iA|i Ai 

An - Ai Aa 

penn bildet man die zu jeder Punkt -Ternion gehörigen Bi- 
Monen, so erhalt man folgei^es System: 
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I 

AjAg y A2A3 ^ j 'AjA^ 

A3A4 , A^As , A3A5 

.A.n—- lAn j -An A| 9 i^n-^t^i 

An Ai j Ai Aa 9 An Aa ^ 

Hierin kounnt von den drej Binionen einer jeden Reibe die 
eihe nur einmal, jede der zwei übrigen aber zweimal im 
Systeme Tor, welches der in der Aufgabe gestellten For- 
dernng gemäss ist. 

Die Anzahl der Punkt- Ternionen des obigen Systemes 
ist = n ; eben so gross ist auch die Anzahl der Binionen^ 
deren jede in dem Systeme der Binionenreihen zweimal vor- 
kommt, und eben so gross ist endlich auch die Anzahl der 
nur einmal. auftretenden Binionen. 

Anmerkung. Es dürfte in mehr als einer Hinsicht be- 
merkenswerth sein , . dass das obige System von Punkt- 
Temionen eine jener Formen (geometrischen Gestalten) ist, 
welche man sonst in der Geometrie durch den Namen ^^auche 
Polygone^' zu bezeichnen pflegt. — Ob ^iese Formen in das 
Gebiet gehören , wo sie hier angetroffen werden , k^nn jetzt 
nicht wohl mehr in Frage gestellt, und eben so wenig die 
Folgerung, dass aucJh die ^^ ebenen Polygone.'^ ^ als specielle 
Fälle der gauchen, als demseliien Gebiete angehörig zu be- 
trachten sind, abgeläugnet werden. Dies mag auffallend 
sein: aber es ist nun einmal nicht abzuwendea, dass die 
vorhandene Geometrie zusammenschrumpft, wenn man ihre 
wenigen Sachen zusammenfasst und dort einreiht, wohin sie 
gehören. 

Zweiter besonderer Fall. 

#- Ich stelle nun die Aufgabe : es soll ein System^ von 
Punkt- Ternionen gebildet werden, das die Eigenschaft hat. 
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das8 die sfirnntlieheii Ponkt-Tefalonen des System^ nnr eine 
Klasse bilden, dabei aber jed^ der drei Binionen einer jeden 
Pankt-Temiqn zugleich einQ 9inion von zwejen Pnnkt- 
Ternionen des Systems ist « 

Ehe ich di^ Anflösang dieser Aufgabe vomehine, will 
ich die Aufgabe selbst noch in einer andern Weise aufstellen* 
Man setze ,, ebene Flache^^ statt ,,Pankt-Ternion^S ^^^ 
,, Kante ^^ ^att ,^Binion^S ^ lautet die obige Forderung so: 
man soll ein System ebener Flächen bilden, das die Eigen- 
schaft bat , dass durch Jede Kante zwei FISehea des Systems 
gehen. 

4 

' Aus dieser Stellung wird man leicht erkennen , dass die 
obige Aufgabe sich auf jene Formen bezieht, w^elche in der 
vorhandenen Geometrie, durch „Poiyeder^^ bezeichnet werden, 
insofern das, was entweder ausdrücklich angeführt oder als 
eine unbezweifelbare Thatsache ' stillschweigend betrachtet 
wird, nämlich, dass durch jede Kante zwei Seitenflächen 
gehen , wirklich eine gemeinsame Eigenschaft der' sogenann- 
ten Pplyeder ist, 
* » 

Nach dieser Z wiscbeiibemerkiuig wende ich, mich zu d^n 
Systemen von Pujikt-^ Ternionen, d^^n Bildung in der obigen 
Aafgabe gefordert wird. 

Ein einziger Versuch, mittels der n Punkte A^As . . • A„ 
ein System von Punkt -Ternionen zu bilden, das der ge» 
stellten Forderung entspricht, zeigt schon, dass sehr viele 
solcher Systeme biidbar sind, und dass* unter diesen eine 
bedeutende Verschiedenheit statt findet. Dies macht nöthig, 
dass man die möglichen Systeme nach gemeinsamen Prfidi- 
caten ordne. 

Macht man die Yertheilong nach der Anzahl der Punkte 
Ternionen , aus welchen die einzelnen Systeme bestehen , so 
gelangt man zu dem Resultat, dass in Bezug auf die Bil- 
dung solcher Systeme, deren jedes der obigen Fordern^ 
^tspricht, folgende Grundgesetze gelten: 
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1) wenn n «ja« 4w Zilblem 4^ 7^ |0| 13^ • . • . , 3a -h 1 
ist, so kann man bilden: 

8 

Systeme von -j- . (ftn^Z) Pankt-Temionen 



w 

• • 


2 

» -jP . («n + 1) n ^ 

2' 

,) 3 • (8n+4) „ ^ 

* 


^ 
i 


1 

• • 




• • • • 

• 


» 




• • • • 

i Oder »•<^J-*> 



«) wenn n eine der Zahlen 5, 9, 11, 14, • • . « ^ 3u + 2 
ist , so. kann man bflden ; 

Systeme von -|~ , (sra<^l> Pankt-Teouanen 



w 



n ^ • (»n+!B> 



» 



» » 






» » 



■g- • (4n«^t+3s) ^ 



n 



„ -f . («n-i+SC^) oder 5^2:^ 



«> wenn & eine der ZaUen 6, 9, t«, . i. . , fti + e firt, 
so kann ouui hiUsui 



Systeme von -g- • (Jn+O) Ponkt-Ternioncn 

8 



J) V 



|-.(2n+3s} „ 



W 



» -I- . C«"+^!Ö^) «*« !Ö^ » 



\ 



Es ist nun nachzuweisen: erstlich^ dass^ die in diesfcii 
Grund'ge^efi&eh 1) '— * 3) als möglich angezeigten Systeme 
.von Punkt- Ternionen nicht nur bildbar sind, sondern auch 
die Jn der Aufgabe genannte Eigenschaft haben; ztodtensy 
dass ausser den in jenea Grundg'esetzen begriffenen keinq 
anderen Systeme von Punkt -Ternionen.bi}dbar,f^ind, die zu- 
gleich der in der Aufgabt gestellten For4ernng genügen. 

Zunächst fällt in die Augen, dass die Grundgesetze inj 
1), und eben «o die in 'S) und 3) -angemerkten, eine Reihe 
bilden, deren jedes Glied ein allgemeiner Lehrsatz ist, wel- 
cher sich, je nach seiner besondren ^Beschaffenheit, auf ein 
grösseres oder kleineres Gebiet erstreckt ; zugleich hat jede 
dieser Reihen ein allgemeines , Bildungsg^setz,, z.B. die 
Reihe 1) folgendes: 

,>wenn n'eihe 'der Zahlen 4', i^ lO,* • •' . ist, so kann man 
Systeme vo» -^- . <2n <— 8-^^1 ^ P^nkt^ Ternionen bil- 
den , deren j^sd^s der iVufgabe .genügt«^^ . . 

Nun ist. offenbar, d^s durch den Beweis der Richtigkeit 
(Keses -Satzes j dem slugleich die Bedingin^en beigefugt* sein 
mfissten, welchen die Werthe von s unterworfen sind, zu- 
gli(i(^4Je;W/tbi;bpit eines' jeden Satisea di^^Reihe 1) dargethan 
__ wäre. Und ein Aehnliches gilt von dfiB. Reihen ^t) und 3). 



1 
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Tön der hier angedeuteten Ailgemekiheit in , der Beweis«^ 
fuhrun^ nehme ich jedoch Umgang', — ich werde später die 
Grande andeuten — ', und beschränke mich darauf, die Wahr- 
heit einzelner Lehrsätze aus den Reihen 1) —3) dar^uthnn: 
dies kann dann als Anleitung dienen, die Beweise für die 
anderen Lehrsätze aufzusuchen« 

Ich wähle zunächst einige Sätze, welche den drei Rei- 
hen 1) 2) und 1)) gemeinsam sind, und unter diesen zuerst 
folgenden: 

„Es sind Systeme von Sn Punkt-Temionen bifdbary de- 
rem jedes den Forderungen der Aufgabe entspricht.^^ 

Ein solches System von Punkt -Ternionen ist z« B. fol- 
gendes: * .... 

A^A^A^ A^A^An 

A1A4A5 A^AsAn 

r 

• A,A„An A„_<;Än_5A„ 

\ 

An — 5 An — 4An — j ^ An— 4An.^3An , An-.»3An^iAn 
An— 5 An — lAn — 3 An — 4 An An_2 v 

Af^ — 5 An — 3 An — a An.^4An^.|An — 1 

An.^5A||^2An 

Die Anzahl der Ternionen dieses Systems ist 
=s n-l + n— 7 + 4+3+1 
= 180, 
wie der Lehrsatz angiefot. 

Weiter erhält man, indem ttian die zu jeder Ternion 
gehdrigen Binionen bildet ^ folgendes System von Binionen- 
reihen t 

8 
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A|A2 f AjjAj j A1A3 

A^A^ 9 A3A^ ^^ AjA^^ 

A|A^ 9 . A^As ^ Aj[A5 



1 

i 

1 


• # • 

A|An«i»i 
A| An 


• • 

• 

5f 


• « • • ' < 

An— lAn 
An A'2 




•. • • 
A|^ An 

AjAg 




A2A3 

A^As 

• • • • 


1 

> 
• • 


A3An 

A4 An 

• " • • • 


• 


A3An 
A,Aa 

AsAn 

• • • 



An — ^6 An — 5 9 An--6An jr An — 5 An 

An— 5 An — 4 9 An^sAn — i ^ An— 4 An— 1 

An — 5 An — \ y An— .5 An— .3 9 An — S-^n — i 

An — 5 An — 3 ) An — S-^n— s 9 • An^-sAn — 2 

An— 5 An— 2 > An — 5 An • 9 An — 2 An 

An — 4 An«— 3 j . An — 4 An 9 An— 3 An 
An.^3An j An— 4 An— ^ ^ An — 2Ap 

An— 4 An— 2 j An — 4 An — 1 9 An.^— aAn— i 

' ' ' 

An->3An— 1 5I An — 3 An j An-^i An 

und hierin kommt jede der drei Binlonen eiüer jeden Reihe 
zweimal vor, welches der in der Aufgabe gestellten For- 
derung entspricht. 

Es soll nun, zweifeM, die Wahrlieit des folgenden 
Satzes, der den drei Be&eii i) -- 3> g^Bii^san |;|t, dar-^ 
gethan werden: 



«,Es sind Sy^eme von 2(nr-l) Pankt-T^rnioMn bild- 

• . ^ * . .. ^ .^ 

bar, deren jedes den Forderungen der Aufgabe genügt/^ 
ISlin System, das diese Eigenschaften hat, ist z. B. folgendes: 

ÄjA^Aß f A2A3An 



A1A4A5 A4A5A 



n 






AjA^ A^ Aa^eAwsA, 



Afl^^^Att— 4A-n-*-3 » I An**-4Aiifc— 3A11— r 9 An-s-sA«— 2An 





j -^n— 4"^n— i'Afl. 


-2 9 


Ab-3^ 


Denn die Anzahl- d,^ Punkt- Temionen \%i 


l 




rr-n— i + n — 7 + 2 


+ 8-+« . 


^«vCn-D 


^ 


1 


und das System 


der zugehörigen Binionenreihen ist 






>*. 


Ai^3 


A.A3 




'. ^ ^ 


A,A, 




^ A A * ^ ^ 


5 

* 


A.A5 






r 






1 


1 

• 


A,A, 


\K 


• • 


9 


AaA« 


A3A. 


> -^3^1» . ., 




AA 


AA , 


> \An 


# 


-^5-^11 


'. • . , • •• . >M • • • 

1 


• • • . • • 

- . . . ' 

-5 ? Aft,ii-« A^, 


• 
• 
• * * 

9 . - 

N 


• • 

4«;-*-Aii 

« * 
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\^S^a^% 9 An— 5 An ^ A„_3^A^ 






o 



Aji^^A^ , A„_3A„_j j An_^A^ 

worin jede der drei Binionen einer jeden Reihe zweimal 
vorkommt 

Auch folgendes System hat die im letzten Lehrsatze b^ 
zeichneten Eigenschaften: 






•^1 ^8 -^5 J 


A» A3 A„ 


\ \ K 


A^A^A^ 


1 4 5 

• 
• 


K^sK 


• 1 

• 

Aj Aß— 1 An 

A^A„ K 





' An-.4 An^3 A^^j ^ A„_3 Aq^, Aq 

Ati_«4An-^i A„^2 A^^3Am Aß^i 

An^^An^^An '* 

Denn die Anzahl der Pankt-Ternionen ist 

= n — 1 + 11--6 + 8 + « 

u. s. w. . ^ 

Ich wühle 9 drittem j den jSlatz^ der ebenfalls den drei 
Beihen 1) -*• 8) gemeinsam ist: 



-- 3? — 

«.1 

„Efj sind Systeme voii 2 . (n— ?) Ponkt-Xerijioiien bild- 
bar, deren jedes den Forderangen der Aufgabe ent- 
fipricbt.^^ ^ 

Man kann z. B. folgendes System bilden: 



\W f 


A,A3A. 


\^s\ 


^3 -^4 ^n 


Äj A^ A5 


\ ^5 ^n 


• 




* 
in 2 


• 



und dieses hat die im Lehrsatze angegebenen Eigensdbaften: 
denn die Anzahl aller Punkt- Terhionen ist 



- 


SS n< 


-l + n- 


3 


■ 


% 

l 


s 2. 


. (n-8) 




> 


und in dem Systeme 


der 


zngehöri^n Binionenreihen 


\\ 




\\ 


> 


A.A3 


w 


f 


w 


» 


A^* 


• • 


• < 


-^n—i ^n 


• 


• * 


\K 


> 


K \ 


» 


\\ 


• 


y 


\K 


•^- 


\K 




> 


r ■ 


' • 

9 


^4 ^n 


• f 

^n— a -^n— 


• 




• 


• • 
An_^i An 



kommt jede der drei Binionen einer jeden Reihe zweimal vor. 

* 

Auc^ fol^ndes System von Punkt «Ternionen hat die im 
Lehrsätze «igegebenen Eigenschaften ; 



— w — 

r 






k ■> 



f 



Aj A„_, A^ 

A.A_ A,/\ ^ai.4'^»~3 5^a 



V l. 



l n 2 

desgleichen folgendies System : ^ 

^1 ^2 *3 » ^2 ;*3 ^n* ? ^n— 4 -*liw.3 -^n— i jj -^n— 3 ^n—2 ^n— i 

-*! ^3 \ -^3 ^4 ^n' -^11—4 -^n— I \. , ,\' J 
-• ^ • ' 

• : r « i 

AA„ a' -^n-jA^^^A^ 

In liistoriseher Be^ehinfig ist an^anrerken ^ dass von dem 
eben bewiesenen Lehrsatze das bskaifnte EcrLEn'sche Theorem 
eine un^ittolt>ar^ i!oJg€i ist^ vora^sgesetet, 4|ass jo^ 4^^i?^ 
Theorem so^ wie es der Wahrheit gemäss ^dschehen muss, 
aasdrückt,' n&mlieh: ' „es^ grebt PoFyeder^ tei wdchen 
F + E =tfeiif. 2 Jst." -^ IfeMis besagtes ^h^rem nichts 
weiter als ein eipzelqes Qiied .in einer fleiho th^ils engerer 
theils weiterer Theoreme ist^^wird nan einer besonderen 
Nachweisung Viicht beyärferi. <; j - i ^ 

^ Ich weeda mich nun äsnr Darlegung jener Spttze ^ welche 
in den Reihen 1) 2) und 3) die Endglieder bilden, und wähle 
zuerst das Endglied der Reihe 1)., nämlich: ' 

,,wenn n eine der Zahtett:^4, 7,d0, 13^ «i^;. . ist, so 

sin* Systeme, von "^'^J^ Puflkt-Twfiiörien bildbar, 

deren' jedes den Forderungen der Aufgabe genügt.'' 

Um die Wahrheit' dieseä »Satzes darzuthun, sind zuerst 
die besonderen FäUeV m n,» 4^^ ri ^t^ M i^tö üi^\Mm^ 
ifipe/FäJie ,¥» Mtraehterii. w:^J^.h(ö da<foiM>t( Be^tftnd^jhAben, 
dass die übrigen mögUdl|teq:Werllift VftÄiH' «rtwciiejM«Hi!to 
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fTorm itXA- U ^er m -^ 4, oder Wk + 7, oder in -f- 10 
sind. 

(I)* Für n :^ 4 ist nur das eine System 

Aj Aj Aj'' ) , A2 A3 A4 
Ai As A^- 

Ai A4 Ai ..---. 

4 3 

Ibildbar, welcl^is ^tos 4 oder -^ Ternionen besteht ^ welche 
die in der Aufgabe verlangte Eigenschaft haben. 
Für na? kann man da8( (System 

Aji A2 A3 9 A2 Aj A5 9 A3 A4 A4 ) A4 A4 A7 
A, ArfA4 AftAsAe A3A4A, 
Ai A4 A4 ' Aa A4 A4 As A7 Ai 

■ AaA.A, ,■.•,.•' 

Ai A7 Aa ^ » . ' ' . , . 

bilden, welches au^ 14 oder ' Pankt-Ternionen besteht, 

deren Beschaffenheit von der Art ist, dass in dem Systeme 
der zugehörigen Binionenreihen 

Af A^ Y ■"* .^ 9 "^1 A^ 
Ai A3 , As A4 , Aj A4 

• w « . • • • • •• • ^_« • . »j . 

jede der drei Binionen einer jeden Reihe zweimal vorkommt. 

Wenn n = 10 ist, so kann man folgendes System von 
Punkt- Ternionen bilden:. 

A1A2A3 , A2A3A4 , 'A3A4Aiy , A4A5A9 , A^A4Aip , A4A7A4 

AxAsA4 A2A4A4 AsAfAg 'A4A4A]o A5A7A20 

A1A4A5 AjiAsAn .A^AeAg A4A7A8 A<A»A^ . 

A^AjAg A2A4AS A3A7A10 A4AgA|o 

A1A4A7 A2A7A9 AsAgAs 

A1A7AS A2A0A2O A3A9A10 , , 

AjAgAg A2A9A4 

A1A9A20 »' ' • 4 ■ 

AiAioAji 
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lysteme der zn^börigen Binioneiireihea 



A,A, 



A^A, 
A,A. 



A.A. 
A,A, 



onunt jede der drei Binionen einer Jeden Reibe zweiinA' 
or. 

Demnach ist der aufgestellte Lehrsatz für die besonderen 
'alle, wo,n e= 4, n = 7, n = 10 ist, wabr. 

(I,). Es sei nnn n = 1«XH- !■ In diesem F«Be K«»»" 
tan folgendes iSystem von Punkt -Ternionen bilden t 

«,) A.A,A, , » i 4- 

A.A,A. 
A,A,A, 






\ 



' A,A«Ag 



AjAiM+i Afi 



A3 Ata 



Afl As Ai, 

iß A,a^_5A,«+^ 
Ifl A,ax_4A,. 
l^AiM^sAtax-t-i 
A.J Aiij^_aA|3^ 



AairHA.H-3A4H-S 

Aal,+aA,b+4A4l,+e 
AafrfaAaH-sA4l.+) 



AaH-aAiah— ab— lAiax+i 
AaK+sAiiÄ—ah ^4>+4 
Ajb+aA,a^_aK+iAiaÄ+< 
Aah+.A,a*_ak+aA,a* 
Aab+aAiax—aM-sAiav^l 



AaM-» A ,a».j|A, u^irfi 
4 



4» ^ 



^h+2) 



Aba— l Aba +2 ALö?r4"3 

In diesem Systeme sind durchgängig alle Ternionen, 
welche einerlei Anfangselement haben, in eine Reihe, und , 
die dadurch sich ergebenden Reihen paarweise zusammen- 
gestellt. Dadurch ist* es taiögUch geworden, eine allgemeine \ 
Bildungsnorm aufzustellen. Diese Norm ist in. den zwei 
Reihen «h+O angegeben, und wohl so leicht verständlich, 
dass eine weitere Nachweisung oder Erläuterung in dieser 
Beziehung nicht nothwendig wird. 

Durch diese Anordnung ist auch die Bestimmung der 
Anzahl aller Punkt- Ternionen des Systems sehr erleichtert» 
Denn weil in aj^^^) 

die erste Reihe aus 12X— 3h Pun&t-Ternionen 

„ zweite „ „ 12X— 3h— 8 „ 

besteht, also diese zwei Reihen mit einander 2.(12X— 3h — 1) 

Punkt -Ternionen enthalten, so kann man unmittelbar folgern, 

dass die Anzahl aller Punkt-Ternionen ded ganzen Systems 

= ».2j^(I8X— 3h^l) 

b =sO, 1, 8, , 4X~1 

_ (18\+1),12X 
~ 8~ 

und aus( so vielen Punkt - Ternionen soll auch dem Lehrsatz^ 
zufolge das System bestehen. . 

Bildet man nun die zu den obigen Punkt -Ternionen ge- 
hörigen Binionen, wodurch man, bei Befolgung dei: bis- 
herigen Anordnung, ein System von Binionenreihen erhält, 
so ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass jede der drei Bi- 
nionen einer jeden Reihe in dem ganzen Systeme nur zwei-., 
mal vorkommt. Also genügt, das obige System von Punkt- 
Ternionen den Forderungen der Aufgabe. 
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ih"). Es sei weiter n =3 lSX-{-4* In diesem Falle kann 
man ein System von Punkt- Ternionen bilden, für \yelches, 
wenn die Punkt- Ternionen iiach den Anfangselementen in 
Reiben , und die Reihen sodann paarweise zusammengestellt 
werden, folgende zwei Reihen die allgemeine Bild ungsregel 
angeben : 



Aah+i Aah+3 A.4h+4 
-A-ah-j-i A2I1-I-4 A^ij-f-s 



Aah+a Aah+S A^h+S 
Aah+a A2h+4 A^h+S 
A^h+a Agt-j-S A4h+7 



A2K+ 1 A 1 2\— ah+3 A 4 2X+4 
A2K+1 Ai2x— 2li+4A4h+a 

A2h+ 1 A 1 2X 2I1+5 A 1 2A+4 

Aili-f l A|2X — 2h+6 A,2X+3 

A2I1+1 Ai.2^— 2k+7 A 1 2\+a 



A2lr[-a A 1 2X— ah+2 A 1 2A+4 
A2h+a Ai2x — 2h+3 A^ii-j-^ 

A2I1+2 Ai 2X — 2I1+4 A j 2\+4 
A2h+2 Ai2A 2IX+5 A42A.+3 

Aah+a A 1 2x— ah+6 A | a^-f-a 



Aah+1 Aj 2\— 11+4 A 1 2\ — ^h+5 A2h+2 A I ax.^hH-3 A 1 ax— h+5 

Aus diesen Norm -Reihen erhält man die sammtlichen 
Paare des Systems, wenn man b = 0, 1,2,...,4X setzt. 
Weil nun diese zwei Reihen mit einander 8. (12 X— 3h -f- 8) 
Punkt -Ternionen enthalten, so fol^t, dass die Anzahl aller 
Punkt -Ternionen des Systems 

= 2.2h(I2X— 3h+8) 

b = 0, 1,», 



• • • • 



, 4X 



(12X4-4) (18X+ 3) 
§ 



ist, welches mif der Angabe im Lehrsatze übereinstimmt.) 

Dass nun dieses System von Punkt -Ternionen den For- 
derungen der Aufgabe genügt, ist durch die nnmittelhan 
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Bildung des Systems der zn^ehori^en Binionenreiheti leieli 
nachzuweisen. 

(Is). Es ist angenflllig) dass die Normreihen ah^^) 
(fi) dadareh) dass 4X4-1 statt 4X gesetzt wird, in die Nqrm 
reihen ol\^J in (I2) übergehen. 

Man sfetze nun 4X-t*je statt 4X in a],^^) (Ii), so erhält^ 
man die Bildungsregel für ein System von Pnnki'^Ter*« 
jiionen, das den Forder angen der Aufgabe gendgt, und aus 

-^—^ -'— ^ Ternionen besteht. Demnach ist der auf- 

gestellte I^ehrsatz auch wahr, wenn n =ä 12X^7 ist« 

Desgleichen erhält man, wenn 4X+3 statt 4X in aj^^) 
eingeführt wird, die Bildungsregel für ein System von 

C»X-flO)(18X+9) pankt-Ternionen, das die in der Auf^ 

gäbe geforderten Eigenschaften bat Daher ist der Lehrsatz^, 
auch für n >= 18X4*10 wahr. 

Es ist also dargethan, dass der, den Scbluss der Reihe* 
1) bildende Lehrsatz für alle dort angegebenen Falle Gilti^- 
keit hat. 

Es soll nun, zweitens ^ die Wahrheit des Endgliedes der 
JLeihe 2) dargethan werden, nämlich des Lehrsatzes: 

„wenn n eine der Zahlen 6, 8, 11, 14,« * • ist^ so sind 

Systeme von °^"^^^^~^ Punkt- ternionen bildbar, 

deren jedes "die in der Aufgabe geforderte Eigen- 
schaft hat.^^ 

Um den Beweis der Richtigkeit dieses Lehrsatzes voll- 
ständig zu geben, ist darzuthun, dass der Satz für n =3 5, 
n = 8 und n=sll wahr ist, und allgemein für n =3 12X-f-8| 
p = 12X+5, n =r 18X4-8, n t=z 18X + 11 GUtigkeit hat 

(II). Wenn n » 5 ist, so kann man das System 

Ai A2 Ai ^s Ag A|( A^ A^ Af^ 
Ai As A4 

Ai A4 A4 

A| A4 At \ 
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bQden, das aus 6 oder -^-k^ — Punkt* Temionen besteht, 

und das zo^Ieicb die Eigenscfaaft hat^ dass in dem Systeme 
der zugehörigen Binionenreihen jede der drei Binioiien einer 
jeden Reihe zweimal vorkommt« 

Ist n 8 8, so kann man folgendes System bilden: 

Aj A.% A3 A% Afl Af A9 A4 Af A4 A5 A0 

A| A3 A4 A<| Aß A)| A3 Af A5 A4 A^ Ag 

Aj A4 A5 A2 Alf Aj; A3 A5 A3 A4 A3 Af 

Aji A3 A3 Af A3 A3 A3 A§ A3 

A^ A3 Ay 

Ax A9 A3 
A} A3 A2 

Die Anzahl dieser Pnnkt-Temionen ist 18 oder ~ 9 

ond wenn das System der zugehörigen Binionenreihen ge- 
bildet wird, so kommt jede der drei Binionen einer jeden 
{teihe zweimal in dem Systeme vor. 

Wenn endlich n s 11 ist, so kann man das System 

Af A2 A3 A2 A3 A5 A3 A4 Alf A4 A5 A3 

AiAsA4 As A4 A3 . A3A5A8 A4A3A10 

Aji A4 A3 A% A3 Ay A3 A3 Ag A4 Ay A|£ 

Ai A3 A3 A2 A3 A3 A3 A7 Aj3 * A4 A3 A3 

Aji A3 Ay A2 A9 A3 A3 A3 A21 A4 A§ All 

Aj Af A3 A2 A3 Aj(^ A3 A3 A3 

. Ai A3, A3 A2 A3 All * As Aio All 

Ai A3 A|0 Af A10 A4 
A.iAi<>Aii 

Ai All A3 



A3 A3 A13 . A3 Af A3 Ay Ag AiQ 

A3 A9 All 

A3A3A10 
Ai Ag All 

bilden 9 welches aus 96 oder ' ^ — - Hnnkt-Ternionen 



u 



besteht, und dabei die in der Angabe verlangten Eigen- 
schaften hat. 

Olli). Es sei nun n = 12X+2. In diesem Falle kann 
man ein System von Punkt- Ternionen bilden, für welches, 
wenn die Ternionen nach den Anfangselementen in Reihen, 
und die Reihen paarweise zusammengestellt werden , folgende 
zwei Reihen die Biidungsnorm aogeben: 



ßh+i) Aah+i Aah+a A4K-I-3 
A;jli+, Aah+B A.^h+4 



Aah+3 Aah+S A4i,+5 
Aali+a Aali+4 A^VJ-^ 



Aali-l-i Ai2x — 2I1+2 A.^hr\^ 
Ajili-f- 1 A 1 2K — ^2h+3 A 1 2AH-a 
Aah-l-i A 1 2A.— 2h+4 A| ax+i 
A2h+i Ai2x— 2h+5 Ai2^ 



Aah+a A 1 2\— xh -f* 1 2\+a 

i 

A 2h+2 A 1 2X— 2h+ 1 A^lj-}-^ j 
A2I1+2 A j 2\— 2I1-I-2 A 1 2X+2 

Aah+a A , 2\ — 2I1+3 -A. 1 2^-J- 1 ' 
A2I1+2 A , 2x— 2h+4 A , 2a 



A2h+i Ai2x— I1+2 Ai2X— h+3 A2h+2 Ai2X-.h+i Aiax-^3 

Hieraus entstehen die verschiedenen Reihen des ganzen 
Systemes, wenn in der ersten Reihe h = 0, 1, 2,3, • • • , 4X, 
, und in der zweiten Reihe h =s 0, 1, 8, 3, • • • , 4X— 1 ge- 
setzt wird. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass die Ternion 

Aah+l A|2x— 2M-2 A4li-f-2 

der ersten Reihe bei h = 2X als unstatthaft übergangen wer- 
den muss, indem sie in diesem Falle in 

A4X+1 Aöx+2 Abx+z 

äbergeht. 

Hält man diese Bemerkungen fest, und berücksichtigt 
Weiter, dass von dfen Reihen ^i+i') 
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die erste aus tVk— 3h + 1 Punkt- Ternionen 
„ zweite „ igX— 3h — 1 ' y, » „ 

besteht 9 so ergiebt sich, dass die Anzahl aller Terniönen 
des ganzen Systems 



9 



fl2X+«).(«)i + l)— 8 
= 3 " 



ist, und so viele Terniönen soll, naeh dem I^ehrsatze, das 
System enthalten. 

Bildet man endlich die zu diesem Systeme gehörigen 
Binionenreiben , so findet man leicht, dass das System die 
in der Aufgabe verlangten Eigenschaften hat 

(IIs). Es sei ferner n *== ISX-f-B«^ Legt man in diesem 
Falle die zwei Reihen 

ß'h+0 A2h+i A2I1+2 A4h+3 J . ' Aah+2 A2I1+3 A4h+5 

^ A3I1+1 Aah+3 A411+4 A2li+aA2li+4A4h+6 - 

A2I1+1 A2lr|-4" A4h+5 A2I1+2 A2h+5 A4h+7 



A2li+i Ai2X— 2K+4 Ai2A+5 A2h+2 Ai2x— 2h+3 A|2x+5 

A2H-1 Ai 2>^2li+5 A4i|+a A2I1+2 A| 2A— 2h+4 A4VJ.4 - 

A2I1+1 Ai2x— äM-6 A|2x+5 A2h+2 Ai2x— 2I1+5 Ai2x+5 

A2h+i A^2x— 2h+7 A, 2X+4 A2I1+2 A,ax— 2h+6 Ai2x+4 






Ä2h+i Ai2x— h+5 Ai2x--h+6 A2h-i-2 Ai2x— h+4 A|2x— I1+6 

zum Grande, setzt in der ersten h ss o, 1, S, « • . , 4X-f-l, 
in der zweiten h = 0, 1, 2, .,• ••? 4X, und übergeht bei 
h =:: 8X in der «weiten Reihe die Ternion 

Aalrf2 Atax— ali+4 A4h+4 
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als unbranehbaT) so erhfiU man eia System von Punkt- 
Ternionen, deren Anzahl 

~~ 8 "^ 9 ""* 

_ OgX-f5)(lgX4-4)— g 

% 

ist; zugleich genagt dieses Syatem den Ferderungen der 
Aufgabe , wovon man sich durch Bildung der zugehörigen 
Binionenreihen überzeugen kann« 

(Hg). Es sei weiter n = 12X + g. Für diesen Fall 
^hJnt man aus den zwei Reihen, \yelche aus ßh+i) dadurch, 
dass 4X-4-S statt 4X eingeführt wird, sich ergeben , ein 
System von Punkt -Ternionen, jedoch unter der Bedinganj^^ 
dass in der ersten so entstandenen Reihe h es 0, l, 2, 3, 
• . . , 4X -f S, in der zweiten aber h == 0, l^ S, 3, • • • 9 4X4* 1 
gesetzt, und bei h = 8X -}- 1 die Ternion 

A2K+I Al2A-.2h+6 A.^h+t 

der ersten Reihe als unstatthaft übergangen wird« 

Die Anzahl aller Punkt -Ternionen dieses Systems ist 

1^ (18X-f 83(18X + y) — 8 
— " 3 

und wenn man die zugehörigen Binionenreihen bildet^ so 
zeigt sich , dass das System die in der Aufgabe geforderten 
f^enschaften hat 

(IIJ. Es sei endlich n :ss 18X-f 11. In diesem Falle 
kann man ein System von Punkt- Ternionen bilden, für wel- 
ches jene zwei Reihen, welche aus ßh+O dadurch, dass 
4X-|-8 statt 4X gesetzt wird, entstehen^ die Bildungsnorm 
angeben, unter der Bedingung jedoch, dass in der ersten 

Reihe h <= 0, 1 ^ 8, , 4X -f 3, in der zweiten 

h sO, 1, S/ , 4X + 8 gesetzt, und bei h » 8X + 1 

die Ternion « 

A^K-f 2 Aiax— ah+iO A4h+4 



I 
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der Zweiten Beihe als unl^raaehUur pb&rgungm wird* 
System enthalt 

(I2X + ll)(«X + 10)-^2 

s — : — ~ 

Pankt^Ternionen, nnd genä^ Zugleich, wie man durch Bil- 
dang der zugehörigen Binionenreiheu' finden kann, den For- 
derungen der Aufgabe. 

Es ist somit ausser Zweifel gesetzt, dass der Lehrsatz, 
Welcher den Schluss der Reihe 2) bildet, in der ganzen dort 
angegebenen Ausdehnung wahr ist 

Ich werde drittens die Wahrheit des Endgliedes der 
Beihe 3) darthun, nämlich des Lehrsatzes: 

„wenn n eine der Zahlen 6, 9, 12, 15, • ... ist, so 

kann man ein System von ^ ~ ^ Punkt- Ternionen 

bilden, das den Forderungen der Aufgabe genügt.^^ 

Die Wahrheit dieses Satzes ist ausser Zweifel gestellt, 
wenn dessen Richtigkeit für n = 6, n^sO, n = 12X, 
n =3 12X -f 3, n =. 12X + 6, n = 12X + 9 dargethan ist; 
letzteres hat deshalb zu geschehen. 

(BS). Wenn ü s» 6 ist, so kann man das System 

Aji A2 Aj A2 A3 Af A3 A4 A0 

Ax A3 A4 A^ A4 A5 A3 A3 A5 
Af A4 A3 A3 A3 A4 
Ai A3 A3 
Aj A3 A^ 

bilden, das aus 10 oder — ^ — Punkt -Temionenbesteht, 

und, wie leicht zu finden, den Forderungen der Aufgabe' 
genügt. 

In dem Falle, wenn n = 9 ist, kann man ein^ System 

9 8 
von 24 oder — g — Punkt -Teteionen bilden, nämlich 
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Ag A3 A^ 


A3 A4 A7 


A4A3A9 ^ 


A3 A3 Ay 


A2 A4 A5 


A3 A3 As 


A4 Ae Ag 


A3 A7 A3 


A2 A5 x1Li| 


A3 A« A« 


A4 Ay A3 


» 


A2 A^ Ag 


A3 A7 A3 


• 




A2 A^ A^ 


A3 A3 A^ 






A2 A9 A4 









All Aji J^3 

Aj A3 A4 

Af A4 A5 
Aj[ A3 A3 
A^^ A^ Af 

A;| Af A3 

Ai A3 A3 
A] A^ A2 

und dieses hat ebenfalls die ^ in der Aufgabe geforderten 
Eigenschaften. 

(nix). E^s sei nun n = ISX. In diesem Falle kann, 
weil die zwei Beihen 



Yh+i) Aah+i Aah+a A4K+3 

Aah+i A^h+a A.4ii4.4 

V _ 

A2h+ 1 A 1 2^— .2I1 — i A. 1 2x 

A-ali+i A.12X— 2h A.4h+a 
■A-ah+i Ai2x— .2I1+1 A-iax 
•A-ah-j- 1 A 1 2A.— ah+2 A 1 2x— 1 
A2h+i Ai2x— ah+3 Ai2x—2 



Aah+a Aah+a A4K+5 
Aah+2 Aah+4 A4l»+6 



Aalr|-a A. 1 2\— -all — a A-i a\ 
Aali+a A.i2\— ah — 1 ^411+4 
A2h+a A i a\— ah A. j ax 
Aah+a A.| ax— ah*}- 1 A. 1 ax*- 1 
Aah+2 A|2x— 2h+2 A|2x— 2 



A2h+i Ai2x— h Ai2x^h+l « A2h+2 Aiax— h— l Ai ax— h+l 

Subsistenz haben ^ und zwar die erste für h =s 0, 1, S, • • . , 4X— -1, 
die zweite füir h 3= 0, 1, 8, . . • , 4X— 2, und weil ferner die 
erste dieser Reihen aus 18X — 3h — 1 , die zweite aus 
12X _ 3h — 3 Punkt- Ternionen besteht, ein System von 



oder von 



(18X + 1),4X , 12X(4X — 1) 
12XC12X — 1) 

3 ^ 
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Pankt-Ternionen gebildet werden. Dieses System hat zu- 
gleich, wie lejcht einzusehen ist, die in der Aufgabe ver- 
langten Eigenschaften« 

(Illa). Wird in y^+i) gesetzt 4X+1 statt 4X, so haben 
die zwei Reihen Subsistehz, und zwar die erste für 
h=s 0)1,2, ••^94^9 und die zweite für h = 0^1,S,3,...,4X--l, 
Daher ist ein System von 

(12X + 3) (i9\ + 8) 

.Punkt-Ternionen bildbar; zugleich genügt dieses System den 

Forderungen der Aufgabe. 

Weiter folgt, weil die Reihen Yi^i), nachdem 4X~+2 

statt 4X gesetzt ist, bestehen und zwar die erste für 
; h = 0, t, 2, . . . , 4X+1 , und die zweite für h = 0, 1, 2, • . . , 4X, 

dass man ein^ den Forderungen der Aufgabe entsprechendes 

System von 

C12X -f 6) (18X + 5) 

3 ' 

Punkt -Ternionen bilden kann. 

Bndlich haben die Reihen Yh+i)^ nachdem 4X-f3 statt 

4X gesetzt ist, auch Bestand, die erste für h = 0^ 1, 2, ... , 4X-f-2, 

die z^weite für h = 0, 1, 2, , 4X + 1. Daraus folgt, 

dass ein System von 

(12V+9) (I2X + 8) 
^ 

Punkt-Temionen gebildet werden kann, das die Inder Auf- 
gabe verlangten Eigenschaften hat 

Demnach ist der letzte von den Lehrsätzen, welche die 
Reihe 3) bilden, in der oben angegebenen Ausdehnung wahh 

Durch das ^Bisherige durften nun zugleich die Mittel, 
durch deren Zuziehung die Wahrheit aller übrigen Lehrsätze 
der Reihen 1) 2> und 3) dargethan werden kann, hinreichend 
angedeutet sein. 

Es ist jedoch nicht genug, dass man von der Wahrheit 
der in den Reihen 1) 2) und 3} enthaltenen Lehrsätze über- 
zeugt ist, sondern man muss auch zur höchsten Evidenz 
bringen, dass ausser den in jenen Lehrsätzen bezeichne'-^'' 
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Systemen von Punkt -Ternidnen keine anderen mehr gebildet 
werden können, welche der in der Aufgabe gestellten For- 
derung genügen. Um aber mit dieser Partie ins E^are zu 
kommen, hat man einmal darzuthun, dass zwischen jenen 
Systemen vonPunkt-Ternionen, welche durch die Anfangs- 
und Endglieder' der Reiben 1) S> und 3) bezeichnet werden, 
keine anderen Systeme möglich sind^ als jene, deren mög-^ 
liehe Bildung durch die ZwischengUeder der genannten Rei- 
hen behauptet wird; sodann aber noch zu zeigen, dass einer- 
seits keine Systeme von weniger Punkt- Ternionen, als in 
den Anfangsgliedern angegejben sind, und anderseits keine 
Systeme von mehrPunkt-Terniönen, als die Endglieder der 
besagten Reihen angeben, gebildet vverden können. 

Zunächst findet man ohne Mühe, dass jede in den 
Reihen 1) 2} und 3) angegebene Punkt- Ternionen -Anzahl 
eine gerade Zahl, und dass die Differenz zwischen jeden 
zwei ai^f einander folgenden Gliedern, in jeder Reihe, =: 2 
ist. Nun mnss die Anzahl F der Punkt -Ternionen eines 
Systems, das den Forderungen der Aufgabe genügen soll, 
eine gerade Zahl sein; also sind zwischen den Systemen 
welche durch die Anfangs- und Endglieder der Reihen 1) 
S)^und 3) angezeigt werden, keine anderen als die durch 
die Zwischenglieder bezeichneten Systeme bildbar. 

Dass aber die Anzahl F der Punkt-Ternionen eines 
Systems, das den Forderungen der Aufgabe genügt, eine 
gerade Zahl sein muss, ergiebt sich so: 

Wenn man die zu den F Punkt-Ternionen gehörigen 
Binionenreihen bildet, so erhalt man F, Reihen, und im Gan- 
zen 3F Binionen. Nun kommt aber jede Binion einer jeden 
Reihe in dem Systeme nur zweimal vor j also ist die Anzahl 

^ 3F 

aller vei^schiedenen Binionen =3 — ^r- • Da nun diese Zahl 

eine ganze Zahl sein muss, sq folgt, dass derWerth vonF 
immer von der Form 2m ist 

Bezeichnet man durch K die Anzahl der verschiedenen 
Binionen, welche man durch die Bildung der Binionenreihen 
hält, so ist . * 



« 

and hiernach aach 
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3 

Diesem Satze znfolge moss die Anzahl K der verschie-^ 
denen Binionen , weiche einem Systeme von Pankt-Ternionen 
^ zngehören, durch 3 dividirbar sein, 

Soll nun gezeigt Werden, dass Systeme von mehr Pankt- 
Terniönen, als in den Endgliedern der Reihen 1) 8) und 3) 
angegeben sind, nicht gebildet werden können, so gehe 
man davon aus, dass aus den n Punkten Ä^ Aj An 

meAr nicht als ^'^o Binionen formirbar sind. Demzu« 
folge kann Oberhaupt kein System von Punkt -Ternionen 
mehr als "^" ~ J zugehörige verschiedene Binionen ha- 
ben, mithin auch kein System aus mehr als -^ . ■ "i" ^ ■■ 

oder "^'^J" ^ Punkt-Ternionen bestehen. Bezeichnet also 

9 das Maximum der Anzahl der Punkt-Ternionen eines Sy- 
stems, so hat man die Sätze: 

„wenn n eine der «Zahlen 4, 7, 10, • ••, 3tt-(-l ist, bo 

„wenn n eine der Zahlen 5, 8, 11, ... , 3tt-|-2 ist, so 
. . nfn — 1) — 2 tt 

ist 9 a=3 — 2^ — ~ } " 

„wenn n eine der Zahlen 6,v9, 12, • • • , 3a -f 3^ ist, so 

ist 9 - -2^=^ .« 

Weil nun diese Maxima zugleich die Zahlen der End- 
glieder der Reihen 1) 2) und 3) sind, so folgt, dass die 
Systeme von Punkt-Ternionen, welche durch die Endglie- 
der der Reihen 1) 2) und 3) angezeigt werden, — und 
deren Construirbarkeit oben nachgewiesen isit, — in der 
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That die eine Grenze anter jenen Systemen bilden, derca 
jedes der Forderung der Aufgabe genügt. 

Welche Systeme die andere Grenze bilden, ist durch 
die Anfangsglieder der Reihen 1) S) und 3) angegeben. Da 
es nicht schwer fallen kann, das herauszufinden, worauf es 
bei dem zu Beweisenden ankommt, so übergehe ich die 
Nachweisnng. 

Ehe ich aber zu weiteren Betrachtungen mich wende, | 
will ich noch einige Bemerkungen einschalten, wozu die 
Systeme , welche durch die Endglieder der Reihen 1) und 3) 
bezeichnet werden, Veranlassung geben. 

Es ist schon oben angemerkt worden, dass die (geome- 
trischen) Formen, welche der Anforderung der Aufgabe 
genügen, sogenannte Polyeder sind. Nimmt man nun diese | 
Benennung wieder auf ^ und setzt „Seitenfläche'^ statt Punkt- j 
Ternion, und „Kante ^' statt Binion, so kann man die End- ; 
glieder der Reihen 1) und 3) auch auf "ifolgende Weise aus- 
drücken : 

„wenn n eine der Zahlen 4, 7, 10, ... , oder eine der 
Zahlen 6, 9, 12 ist, so sind durch die n Punkte 

Polyeder von "^" ~ '^ Seitenflächen bildbar." 

Die Anzahl der Kanten eines solchen Polyeders ist 

= A . "^"r*-^ = °^"r*^ > woraus folgt, dass durch 

jeden Eckpunkt n — 1 Kanten gehen , oder dass Jeder kör- 
perliche Winkel aus n — 1 ebenen Winkeln- gebildet wird. 
Dies ist ausser allem Zweifel, indem oben auf die verständ- 
lichste und sicherste Weise dargethan ist, dass und wie 
solche Polyeder gebildet werden können. Deshalb kann der 
Satz, den Euler zuerst ausgesprochen und bewiesen hat, 
y^ neque ullum existere potent solidum^ ctdu^ 

omnes anguli solidi ex sex^ pluribusve angulis plani$ 

sint formcUi'^ *) 



*) Novi Commeniarii Acad. Pelrop. Tom. IV, p. 131 



1 
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und der , seitdem als eine nnbezweifelbare geometrische 
Wahrheit betrachtet und bewiesen wird, wenigstens nicht 
in der Allgemeinheit, in welcher er ausgedruckt ist, wahr 
sein, und wenn er etwas Wahres enthält, so musste seine 
Fassung folgende sein: ,)es giebt eine gewisse Klasse von 
Polyedern, unter denen kein einziges lauter sechs- oder 
mehrkantige Eckpunkte haben kann.^^ Ob aber ein solcher 
Satz der Polyedrometrle etwas beiträgt , ist freilich eine an- 
dere Frage. 

Uebrigens haben die Polyeder, welche durch die End- 
glieder der Reihen 1) und 3) bezeichnet werden, nicht aus- 
schliesslich dre Eigenschaft, dass alle Eckpunkte derselben 
mehr als fünfkantig sind, sondern es kommt diese Eigen- 
schaft auch einzelnen von jenen Polyedern zu , welche durch 
andere Glieder der Reihen 1) und 3) angezeigt werden. Ans 
9 Punkten A^ . . . A» kann man z. B. folgendes System von 

Ternionen bilden : 

*■ 

Ai As As As A3 A5 Ag A4 As A4 A4 A^ Ae Ay A^ 
A1A9A4 A2A4Ae A^AsA» A4A0A9 A^A^Aa 

Ax A^ As ^2 A^ A^ jcis Ag A4. A4 A9 Ag 
A| A5 A4 A% A$ Ay 

Ai A4 Af - 

A|^ A^ A2 

Die Anzahl dieser Ternionen ist = 18 oder 2.9, und 
nicht .^^. 

Bildet man die zugehörigen 3 • 18 Binionen, so ergeben 
sich folgende: 

AjAj AaAj A4A1 A4A1 A5A1 AeAi A7A1 AgAs A9AS 

A1A3 AaÄs AsAji A4A3 A5A2 AgAji A7A2 AgAs AgA4 

A1A4 A2A4 AsA4 A4Ag A4A3 A^Ag AtA4 AgA4 AgAg 

A|Ag AaAi AgAg A4A7 AgA4 AgA^ A^A« AgAj» AgAg 

AiAg A^Ay AgAg AgAg AgAg AgAg A^Ag AgA, AgA^ 

A1A7 AsAg AgAg AgAg AgAg AgA^ A7Ag AgAg AgAg 
Demnach gehen durch Jeden der 9 Eckpunkte 6 Kanten. . 
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Die erwähnte Eigenschaft kommt aber aaeb einzelnen 
von jenen Polyedern zu, welche durch die Glieder der Reihe 
2) bezeichnet werden. Aus 8 Punkten Ai •./»••• Ag kanä 
man z. B. folgendes System von Ternionen bilden : 

^1 A% A^ A2 <^3 ^4 * As A^ Af ilL4 2^5 A^ A$ Aj A^ 

Ai Aj A4 A2 A4 Ag A3 A7 Ag A4 A4 A§ 

Ax A4 A5 Af A4 A4 A4 A4 A4 

Ai A4 A4 A9 A4 Af 
Ai A4 A7 

Aj Af Äj 

und das hierdurch angedeutete Polyeder hat die Eigenschaft, 
dass durch jeden seiner ß Eckpunkte sechs Kanten gehen. 

Wenn aber hier zwei Polyeder, ein acht- und ein neun-- 
eckiges, angeführt sind ^ deren eines jeden jeder Eckpunkt 
sechskantig ist, und oben schon ein siebeneckiges Polyeder 

von -^-4— oder 14 Flachen, von dessen Eckpunkten eben- 

" f 

falls jeder sechskantig ist , construirt worden , so sind diese 

drei Formen wieder nicht die einzigen, denen die Eigen- 
schaft, dass durch jeden Eckpunkt sechs Kanten gehen, 
zukommt, sondern sie sind lediglich einzelne Glieder ans 
einer ins Endlose fortgehenden Reihe. Aus lO Punkten 

Ai Aio kann z. B. folgendes Ternionen -System ge-* 

bildet werden: . 

'A1A2AS A2A4A4 A4 A4 A4 A4A4AJ0 A4A4A7 AfA4A||| 

AXA3A4 A2AgA4 A4 A4 A4 A4A44A4 A4A7A4 

A£A4A4 AfiA^Aio A4 A4 A4 A4A4A4 A4A4Ai0 

A2A4A4 AfAioAf 

AxA^Af . . i 

AiAfA2 

und das hierdurch bezdkhnete Polyeder vott S « 10 Seiten« 
iädien hat die Eigenschaft, dass durch jeden seiner 10 Eck- 
punkte 6 Kanten gehen« I 

Diese Baispiele mögen hinreichend sein, nia auf dtm 
Grenzenlose ein!^ Gd^ietes anfmerksam zu machen , Hessen 
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Ufi$tm»¥mker «HAtt «hm lito« «niielumiit ym^ nnUtn 
sogar aUt. >«am&£l«eh msgtgebm worden* Da' die jMi^Qt 
fährten Fälle ^iemlicti nahe liefen, /so dürfte ihre bishßrjge 
VjBrborgeifheü wohl eiuigies Erstaunen' erregen ; 4ie /Sache 
iäi jedoch viel zq unbedeutci^d^^^egen ^len {Jmstond, dass 
seit Jahrtausenden kein Mensch sich von der Jbliudiji^^ks- 
massigen Erklürang: ^, Polyeder ist ein yon ebenen flAchen 
allseitig begrenzter Raum^^^ welche die alleinige 'Quelle der 
entsetzlichen Armath der bisherigen Stereometrie und der 
darip fort ipd fqrt gehegten Feryersität^n ist) lo^zomfcheii 

Vermöchte. . : ^ 

Ich kehre nun wieder zitAeiei ^gentljehto Gegenstände 
zurück. 

Es handelte sich oben dämm, darzulegen^ -^liß^.die« 
durcli die Reihen 1) 2) und 3) bezeichneten Sy6tem.e.von 
Punkt -Ternionen bildbar sind, und dass andere Systeme, 
9te Wi in deb gemihnien Reihern ^egräTenen, und w6l<ih« 
EOgleieh den Forderungen der Atif^be genfigen ) nicht i^on- 
Btruirt werden können. Nachdem nun diese zwti Gegen-« 
stände abgethan sind, so bliebe noch übrig, für jedes Glied 
der Reihen i) 2) und 3) die ganze Mannigfaltigkeit der daria 
begriifenen Systeme zu entwickeln. Diese Au(gfy[>e. muss 
ich jedoch hier auf sich beruhen lassen, aus dem einfachen 
0rande, weil die M!l%el, ^eldie ,äie vof^and€;ne BfatheqiatÜr 
d&rbiet^t, für diesen Zweck ^z und gar unzulSngHph sind, 
jene Mittel aber, durch deren Anwendung ich die Angabe 
löse, ihre ganz besonderen Gesetze haben, deren Jtlittibellung 
hier unthunlich ist. Dies ist auch der Grund, warum .ibhioben 
bei der Nach Weisung der Richtigkeit der Reihen 1)'!^ und 3) 
Glied fpr GIie(| vprge]|;iommen hftbe. Einstweilen bepierke ich 
liQr so \ie} ; «f^sV die Miannig^alfigkeit äeif' iSy^teihe, Welche* 
in dhibm Gliede der Reihen i) 2) und i) begriffen /Mnd, je 
nach der Ordnungszahl des Gliedes, und nach d^Ai-Wlurthe 
von n (oder Anzahl der Punkte) fast ins Grenzenlotfibi^ht, 
und fiihre, einer vorbereitenden Uebnng wegep, ^nfW.be* 
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sondere Fälle an, deren nfihere Unt^soelian^ m maneheriei 
fiätsdicheh Bemerkungen Veranlassung geben kann. 

« 

a^) A1A2A3 A2ASA5 AsA4At A4A«A9 Aj^AaA^ A^AtA, j 
A1A3A4 A^Ai^A« AsA^Ag A4A9AY A^AgA^ 
A1A4A5 A2A9A8 AfAtA^ 

AiAsAf 

A|AgA2 

Hl) AiAjAs AsAsAs A3A4At A4A4Ag AsAgAg AgA^A^ 
AiAsA4 A2A5A« AgA^Aa A4AsAy AgA^A« 

'A1A4A4 AtAgAg AgAgA^ 

AiAgAg 

AiA^Ay 

AiAfAg 

AiAgA^ 

ag) A1A2A8 A2AgAg AgA4Ag A4AgAg AgA^Ag AgAyAg 
AiAgAg AfA^g • AgAgAv A4A9Ag AgA^Ag 
AiA4Ag A2AgAg AgA^A| 

A^AgAg 
-AiAgAf 

AiAy As 

A.xAgA2 

ag) AiAftAg AsAaAg AgAgAg AiA^At AgAtA^ AgAvAg 
.A^AgA4 A^AgAg AgAgAg A4ATAg A^A^Ag 
AiAgAg AgAgAg AgA^A( 

^|Agxig 

AiAgAy 

AiAvAg 
AiAifAg 

ag) A|AtA^ AgAgAg AgAgAg AaAjA^ A^AfAi A^AfA^ 
AiA8A4 AsAgAg AgAgAg A4AgAg . A^A^Ag 
A1A4A4 AgAgAg AgAgAg 

AfAgAg 

AiAgAf 

. A^Af Ag ' ^ ' ' 
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im.iA4A5 
AjA^A^ 



A2A3A5 
A2A5A0 
AftAeAg 



A3A4A9 A4A5Aiy A5A7Ag AßA^Ag 
A3A9A9 A4A7A9 A^A^Ag 

AjAgAj. 



^7) AiA^Ag 
A1A3A4 
A1A4A5 

A| A5 Ag 

AiAgAy 

A^AyAg 

AiAgAa 



A2AgA5 A3A4Ag 
A2A5A9 A3AgA7 
A^A^Ag A3A7A11 



A4A4Ag A^Af A9 AgA^Aj 



A4A^A( 



A« Aq A 



^6 
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Wenn die (geonietrischen) Formen, welche den For- 
derungen der Aufgabe genügen, oder welche durch die Bei* 
ben 1; 2) und 3) bezeidfinet werden, sogenannte Polyeder 
8ifid, so sind aber umgekehrt nicht alle sogenannten Polyeder 
In den genahnten Reihen begriffen. Schon der ganz einfache 
Fall z. B.« wo zwei Telräeder in einer Kante, welche bei 
dem einen so gross als beim andern ist, verbunden gedacht 
oder vorausgesetzt werden, kann nicht mehr in die Klasse 
jener Formen gezählt werden, weil hier darch eine (die ge- 
meinsame) Kante ^'ier Seitenflächen gehen. Dies ist nun 
kein Üebelstand , eben so wenig, als man es in der Zoologie 
z. B. beklagen kann , da^ die Löwen und Hasen nicht nebeii 
einander gestellt werden können. Da von allen sogenannten 
Polyedern wenigstens das ausgesagt werden kann, dass je- 
des derselbeji eine Verbindung ebener Flächen ist, so hat 
man vorerst die Gewissheit, dass sie durchaus in das Gebiet 
gehören, welchem ich oben den Namen ^yPolyedrometrie^^ 
gegeben habe; dies Gebiet zerfällt, nach Verschiedenheit der 
eharakteristischen Merkmale, der Formen , welche dahin ge- 
hören , in viele Partien , und einzelne dieser Partien umfassen 
die sogenannten Polyeder, : • : 
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